مسانی ر ناصیات 


مو لف: جمس بت داود 


ازسری انسارات آزمایشیهنون «رصي 


ملف: د کتر جمس بت داود 


پیشگئفتسار 


این کتاب‌بر اساس سرفصل پیشدهادی از طرف شورایعالی برنامه ریسسزی وزارت 
فرهنگ‌و آموزتی عالی برای درس مبانی رباضیات تالیف شد ه است * کتاب شامل هشت فصل 
بوده که‌با فصل - ۰ - شروع می شود * فصل -۰- مقد مه مختصری بر مجموعه هأست‌کسه 
شامل تعاریف مقد ماش می‌باشد ۰ در فصل ۱ زبانی را که در ریاضیات بکار برد ه می شود , 
معرفی‌کرد ه و برخی از روشهای متداول استدلا ل در رباضیات را بیان و بررس می‌کنيم ۰ 
در فصل ۲ روایط را بطور کلی تعریف‌کرد ه و برخی از خواصو اعال روی آنها را بررسی 
می‌کنيم * فسل های و به تعربف و بررسی خواص‌روابط خاصی اختصاص د ارندد رفصل 
۳ مبحث تابع و خواص اساس آن بیان می شود و فصل ؟ شامل تعریف و بررس خسواص 
روابط هم ارزی و روابط ترتیبی است * اعداد اصلی و اعال روی آنها را در فصل ۵معرفی 
کرد ه و همچدین اصل انتخاب و برخ‌از معاد ل‌های آن را در اين فصل بیان می‌کنیسم ۰ 
فصل 1 مقد مه مختصری بر جبر است و در این فصل يك ساختمان جبری را بطور کلی د رنظر 
م‌گیریم و بعضی از خواس آنرا مورد مطالحه قرار می‌د هیم * همچنین در فصل 1 برخی از 
ساختمانهای جبری خاص را که از اهمیت زیاد ی برخورد ارند محرفی می‌کنیم * فصل 1 را 
با ارائه بعض از روشهای مقایسه ساختمانهای جبری خاتمه می‌د هیم فصل ۷به ساختن 
تسگاه اغاق اعهانی داره تر این فسل با فرش داعع شمموها اعداد کی این 
د ستگاههای اع اد را می‌سازيم ۰ 


در این کتاب تمریدات متعد د ی گنجاند ه شد ه است‌که برخی از آنها تتیج.ه 
مستقیم تعاریف‌بود ه و حل بعضص احتیاج به مما رست بیشتری د ارد » در ضمن‌یاد آور ی- 
شودکه حل همه تمرینات ضروری است , زیرا که برخی از آدها در نتایجم بعد ی مسنورد 
استفاد ه قرار گرفته شد ه اند * کلیه تعاریف , قضایا , مثالها ونتایج این کتاب تسوسسط 


سه رقم مشخص شده اند که رقم سمت چپ نمایند ه فصل , رقم وسط نمایند ه قسمت و رقسم 
سمت راست شماره آن در هر قسمت است * همچلین در هر قسمت تذکرای آورد ه شسده 
است‌که منذاور از ذکر آنها شرح و بیان بعضی از قضایا , نتایج و تعاریف می‌با شدهد رکتاب 
برای نمایش مجموعه های مختلف اعد اد بصورت زیر از نماد هایی استفاد ه شد ه است؛ 


نمایشگر مجموعه اعد اد طبیعی , - نمایشگر مجموعه اعد اد صحیسیح , 9 
نمایشگر مجموعه اعد اد گویا و بالا خره 15 نمایشگر مجموعه اعد اد حقیقی می‌باشند ۰ 


در رباضیات دوره دبیرستان تد ریس می شوند و مفید است* 


متذ کر می شود که کتاب حاضر بر مبنای جزوه ای که توسط ایدجانب و دکتر ژان بت 
داود تهیه شده و در چند سال اخیر توسح اینجانب در د انشگاه شهید بهشت تد رس 
می شد ه و تألیف گرد ید ه است ۰ 


در خاتمه لا زم به تذکر است که کلیه مفاهیم بیان شد ه در این کتاب در آغلسب 


دروس ریاضی مورد استفاد ه قرار ‌گیرند ۴ بنابراین ضروری أست که در بکار بردن این 
مفاهیم مهارت لافی کسب شود ۰ 


فهرست مطا لب 


پیشگفتار 
فهرست مطا لب 


(-<۰ : مجموعه 
۰-۲ اعال بول 


سل ۱ : منطسق 


۱-۱: گسزاره 

۱-۲ : گزاره نما 

۱-۲ : سورها ۱ 
-۱ : استتتاج و بحث معتبر 
۱-۵ : انواع استد لا لها 
۱-7 : استقرار ریاضص 
۰۱-۷ شرط لا زم و کای 
۱-۸: وجود داشتن و یکتایی 


الف 


فصل ۲ : تسوایسع 
۲-۱ : مقامیسم اولیه 
۲ -۳: توايع‌يك بيك , پوشاه دو سوی 
۲-۲ : شرب عوس مجموعه ها 


فسل ) ؛ روابط هم ارزی و ترتییی 
۱-) : روابط هم ارزی 
؟-) : اقسسراز 
۳ روابط ترتیبی 


فسل ۵ : اعداد اصلسی 


0۵-۱ : هم آرزی مجموعه ها 
0-۲: اعداد اصلی 
0-۳ اصل التخاب 


فصل ۲1: ساخمانهای جبری 
( 1 سل دو تایی 
71-۲ : ساختمانهای جبری 
1-۳ : همر یخش‌و بکریخش 


ورگ 


۲۳۸ 


فسل ۷ : ساختصسان اعداد 


۷-۱ : اعداد طبیعی 


۷-۲ : اعداد صحیسح 


۷-۳ : اعداد گوپا 
۷-۶ ؛ اعداد حقیقی 


فصل هو 


دراین فصل ب‌لور مختصرم:ا لب آبتد اتی د رمورد مجموعه هاواعسسسال روی 
آنهابیان می‌ شود که د رفصول بعدی مورد استفا ده قرا رس گیرند ی 


۳۹ مجموغه 


يك مجموعه واحدی است‌متشکل ازا یا ؛ معین ومتثمایز *۱شیا *یلمجموعه ر ا 

عنا صریا اعذا *آن مجموعه می نامیم *اگر2 يك مجموعه وه عنصری ازی باشد » 
آنگاه می‌نویسیم ۸ 8.اگره عنصری از نباشد , آنگاه می نویسیم 2 ۵#. 

به عنوان يك مثال عناصر مجموعه همه اعداد اول کوچکتراز اعبارتنداز؟ , ۲, ۵ 
و۷ این‌مجموعه رابصورت (۷, _۵, ۳و ۲) نشان می‌د هیم وآسرا مس انیم * 
فرش‌کتيم 8 مجموعه همه جوابهای معاد له ۰-(۷- ۶« ) (0۵- / (] هید اباشسداه 
ملاحظه می شود که عنا صرمجموعه 8 دقیقاً همان‌چهارعد د ؟, ۲, ۵و۷ می‌باشنسد ۰ 
به همین‌د لیل د ومجموعه ۸ و8 مساویند ؛ یعس 8 2۸*۶ ؛ بنابسراین تسساوی 
د ومجموعه بستگی به نحوه تحریف آن دومجموعه ندارد وفقسستط بستگسی بسسسه 
عناصرآن دومجموعه دارد *اگردومجموعه دقیقأدارای عناصریکسان باشند , آنگسساه 
با هم مساویند *مثلا اگر (۷ , <) * 2و( , مد) 8 , آنگاه -«عثال دیگسری 
ازد ومجموه‌مساوی, مجموعه (؟) ومجموعه همه اعد اد زوم‌واول است» 
اگر و9 مساوی نبا شندمی‌نويسیم 228 * مجموعه () افقط دارای يك عنصسر بر 
است , مجمونعه کوچکترازاین‌مجموعه , مجموعه تهی است؛ مجمسوعه تهسسسی 
بانماد 4 نشان‌داده‌می‌شودودارای هیچ عقصری نیست * پسس ۰ #0 ولسی 

٩ )4(‏ ودرنتیجه ‏ 6(۷] * همچدین می‌توان مجموعه سای 


((6)) 9 (((9))) وغیسره را تشکیسسل داد که مجمصوعه هسای متفاوتسسسسسسی 
می‌با شند ۰ 


۱ ۰ *زیردجموعه 


مجموعه ۸ زیرمجموعه , مجموعه 8است اگرهمه عناصر 2 عناصر 8 نیسسسسسسز 
باشند * اگره زبرمجموعه 8 باشدآنگاه ی نویسی : 2 2 

ملاحظه می‌شودکه هرمجموعه زیرمجموعه خود ش‌استر وبحسسااوه اگسسسر 

و2 و هء 2 آنگاه 9 »اگم زیرمجموعه 8 نبا شدآنگاه ستی نویسینتم : 
و 2 
اگر 29 و هلو آنگاه می‌تویسیم : 8> 2 


ومی‌گوئيم 2 زیرمجموعه اکید ظ است* 


توجه کنید که د وراب "ه » وو با هم متفاوتند گر و8 دو مجمسوعسه 
با شندوبخوا هپم درستی ۸68 راتحقیق کنیر, مجموعه 2 رابعنسوان یک واصد 
د رنظر می‌گیریم وسسپس‌بررس می‌کنیمکه آبااین‌واحد عنصری ازظ هست یسالسسسسه ۰ 
ولی اگریخوامميم د رس ۸28 راتحقیق کنیم, هريك ازعناصر 2 رادر نظسسسسسر 
می‌گیریم وسپس‌بررس می‌کنیم که آیا این عتصرر عنصری از8 هست‌یانه * 


۲ *مضصال 


الف | ۶ ولن + # و 
ب ) (())>()ولی ((9)) عٍ (6) 


تعیین يك مجموعه 


یکی آزروشهای‌تعیین يك مجموعه , تعیین شر ":- ازيك عنصسریسه آن 
مجموعه است* بدين معتی‌که يك ععصربيك مجموعه متعلق است‌اگر در شسسرد 
تعلق داشتن به آن مجموعه صذق کند.»مجموعه همه عناصر بر بلسوریکسه لد در 
شرا تعلق داشتن (که بوسیله تماست دا سب نشان می‌د هیم) صدق کنسسسد را 
بصورت زیرنشان می د هیم : 
1 


بنج | را 


۳ همثال 


الف ) اگره يك مجموعه باشد آنگاه ( ۵۱2 مجموعه همه زیر مجموعه هسسسسای 
۸ که آثرامجموعه توان 2 می نامیم بصورت زیرنوشته می شود : 
(ع 1۱ (0)2) 


ب ]مجموعه تهی رامی‌توان بصورت زیرنوشت : 
(د رو »| بر )عدن 


ج )(* يك عد یرزوج واول است | »2 -(2) 


۶ »متمرین 
اسکد اميك ازبارتهای زیرباقراردادن" ع "یا" 5 " بجسسای 


" 
۳« تبد یل به پك عبارت د رست می شود ۱ 


(الف ) ((۵) , 4۵-() 
(ب )(((9)), 8)-(0) 
اج ) ((9,)9)-(()) 
اد )[((6)), 86)-((16] 
( هد )[((6,)6,)0)-9([1)) 


( ه) (((۵), 6), 9)-([9)) 


۲-نشان دهید که هیچ يك از دو مجموعه ۵ ,(۵) و (۵1)) باهم 
مساوی نیستند ۰ 
۲ -نشان دهید که اگر 9 ۸ آنگاه (8)عت (هش 
؟ - اگر ,7ب در عنصر مجموعه 2 باشند , آنگاه نشان د هید که 
( ()۵ ۱66( لا ) , (عد)) 


۰ اعمال تول 

دراینجا سه عمل تفاضل , اجتماع و اشتراك روی مجموعه ها را معرفی م‌کنیم * 
اعمال اجتماع و اشتراك را ابتدا برای دو مجموعه تحریف می‌کنیم و سپس این تعاریف 
ر در مورد. هر عد ه از مجموعه ها تحمیم می‌د هیم ۰ 


۱ متنفاضل د و مجموعه 
فرض کنیم 2 و 2 دومجموعه باشند * تفاضل مجموعه ۸ از مجموعه ظ که 
با نماد 9 ۸۰ نمایش داده می‌شود عبارتست از مجموعه همه عناصر 2 که به ظ 
تعلق ندارند , یعنی 
(2۸ 6 و #۲ | )2-8 


مثلا" اگر زعر۳رکرا) تحتق و (۵,(,۱) عو آنگاه (کر۲,۳) ع8-ه 
ان ور اگر (۶,۷) ۶< ۸ و (2) < ظ آنگاه (و,ن)د و عم »۰ 
اگر 2 زیر مجموعه ای از مجموعه تا باشد آنگاه مجموعه 2 -ا مکمسسل 


مجموعه 2 سبت به مجموعه تا نامیده شده وبا نماد 2۲ نمایش داده می‌شوده 
بنابراین ([ا بدا و ۵ ید | >د)<۱ج 


مثلا اگر (۸۷< نا و (د) < 2۸ آنگاه ام و 


۰ 0.۲ اجتماء د و مجموعه 


فرض کنیم 2 و 3 دو مجموعه باشند * اجتماع مجموعه 2 با مجموعه 2 که 
با نماد 8 ممایش داده می‌شود عارتست از مجموعه همه عحاصر 2 وهمسه 


عاصر 8 یعنی 

(ءید یا و با | د) <ظ با 2 
مثلاً اگر (۳,کر۱) عه و (گ,؟) عه آنگاه (گریی۱) ع ولد و 
همینطور اگر 2 مجموعه همه اعداد نوج و 3 مجموعه همه اعداد فرد باشدآنگاه 
12 مجموعه همه اعداد طبیعی است ۰ 


۲« ۰.۰ اشترا ك د و مجموعه 


فرض کنیم 2 و 2 دومجموعه باشند * اشتراك مجموعه 2 با مجموعه 8 
که با نماد 8 نماینس داده می‌شود عبارتست از مجموعه همه عناصری که همم 
( جع و ۶6۵ | )2 ۵ 2 


ثلا" اگر (۲رکر۱) ۸ و (عر؟) 9 آنگاه (۲) 2 2۵8 و همینطور 


"بر 2 مجموعه همه اعداد نوج و ۶ مجموعه همه آعداد فردباشد آنگاه ۸84 2۸ 


6 ۰ 6۰۲ تمپین 
فرض کنید 2 «: ظو 6 سه مجموعه باشند ۰ شان د هید که : 
(الف) 2 عهاه و 2۸2۸ 
(ب ) دب و عویه و 2 عومه 


اي 1 هویم )۶ بو ابا جوع6 ۱ ۸۵8 ۶[ ۱6 ۸:۱8 


(د)ا (صه)ه (صاه) درممه) ناه بر (6م۸) ۷ (2۵8) < (06ظ)۸۵ 
( مه ) روم -حعوحده بر (عم-8) 2 ی 6 (2-8) 

(و ) روسهم عرهم نت رهم ۰ ۵68 (6۵ >(0)2۵8 
رز ) (6)8 - (۶6)2(-0)۸ 


۲۰0 0۵۰ تعریف 

فرش کنیم پل مجموعه ای از مجموته ها باشد , یعتن. همه عداصر ش مجموعه 
باشند ۰ اجتماع مه و اشتراك 4ه که بترتیب با نمادهای بل و 04 نمایش داده می - 
شوند , دو مجموعه هستند که بصورت زبر تعریف می‌شوند ۳ 


[ « حداقل به يك مجموعه از عاصر ‌حملق دارد | ) 4۲| 
 [‏ به هريك از عاصر 4 تعلق دارد | *«) 6,4 


مجموعه هایل وم را بترتیب با نمادهای رل و بر نیز نمایش‌می‌د هیم * 
2 ۱ هی بش > 6 
اگریم و 2 دو مجموعه باشندو (ظ ,ج) عپ‌آنگاه 28 علنا و 205 0۸ 


1 مثال 


مجموعه (زه, ۲ (6) ,۵) مه (۵ ,۲,۲ ) مه (۵: ۲ ۱)) را 
تیار می ری ماوااین موی کاب ٩‏ ((۵ ), ۵, ۲, ۵ م, ۲, ۱) < ۱0,۸ 
بت ص ‏ ۰ (۵ ,۲ ) عم 

۷ تمرین ۱ 


۱-مجمیه (( ۱ و و( ۱۱۲ نا و (ز کیااتی ک۱))عآن 


را در نظر بگیرید * مجموعه های#ا و رم را بدست آورید ۰ 

۲ <* مجموعه 1 (((6), 1۵ (۵), ), ((۵), ۵ (2) ,هتسش 
را در نظر بگیرید * نشان د هید که : 

( الف ) اگر بیع آنگاه شید ۰ 


(ب )تیزیو هب۰ 


۸ و مثال 

مجموعه [ .بو( طوسواو ۱ )وم .و( و ۲ م (۱ ۳ و ات تور 
می‌گيريم * در ایتصورت 42101 و (۱) ددند. ز) * زیرا که فرض کنیم #ن > :د + در 
اینصورت عصر < د رگموجود دارد بطوریکه ۷ : * چون > پس 27 ءن: وجو د 
دارد بطوریکه / دود و .و 1 ۱ کر ۰ چون اه و > پم الا ند *برعکسس 


فرض‌کنیم ۷ * در ایلصورت ۶۰ ...و ۷ > ب< و چون ...ما 

پس ۱ مره بنابراین مرا ه ۱ 
برای اثیات تساوی ذ, بد ۱.۵ فرض تیم ک ۰ در ایلضورت پرای 2 

ند داریم ۰۷ * چون #۸ (۱] پس (۶)۱: *از تلرف‌دیگر چسسون 


(2 :...:۱) > ابرای هر لا م پس ۲ > ( برای هر ۲۰۰۰ و در نتهوجسسه 


ای ء 1 ۶ بنابراین ۶ 1 3 از ۰ 


٩‏ ۲ مثال 


فرش کنیم 7 يك عدد حقیقی مثبت باشد * در اینصورت مس دانیم که فا صله با ز 
( 2 , ه ) مچموعه ای است که بصورت (طاء: و »0۰5 ۱ *<) <(2 وه ) 
تحریف می‌شود ۰ حال مجموعه [1 ء 2 و دج 2۱۱ ,م) )سم 


را در نظر می‌گیریم نه در ایتصورت ([ » + ,ه ) <شن و < ۸ * بوای ائبات 
تساوی اول فرض کنیم »اند * در ایدصورت 4 > « وجود دارد بطوریکه < > « 
پس عدد حقیقش و مثبت 2 وجود دارد بطوریکه ( 2 ,ه )< او در نتیجه( 2 ,ه ) #۶ 
چون ( »۰+ ,و )ع ( 2 ,ره )پص (ه +,ه )ع ۸ * حال فرض کلهم («+, ه) »:د. 
در اینصورت هد وبا در دظر گرفدن عد دی حقیقی بزرگتر از < مثلا 4+۱ 
خواهیم داشت ( ۱+:۰0 )> « ۰ چون + (۱+ ,۰ )پس بلا»: بنابرایسن 
( ۰+,ه  )‏ ۰ 

برای اثبات تساوی +ع<ش) فرض‌کنيم ‏ ۲۵/۵ * در آیتصورت عحصسر بر 
وجود دارد بطوریکه 4 * پس برای هر > < دارم 5۴ * چود.. ۵4 > 
پس عد د حقیقی و مثبت 2 وجود دارد بطوریکه ( ۰:۶ ) ۶ ۶« * پنابراین پسرا ی 
هر عدد حقیقی و مثبت 2 داریم [ «,ه ) < ۰ چون ( 2,ه )> پس بر يك 
عدد حقیقی مثبت است و در لتیجه / نیز يك عد د حقیقی مثبت است بدابراین 
( /,0): که يك ساقض است زیرا که /::۰ پس فرض ٩‏ 0 ظط‌است 
و درنتیجه ٩‏ ۵4۲ * 


۰ ۰ ۰ قضیه 


فرض کنیم ۸ يك مجموعه و 4 مجموعه ای از مجموعه ها باشد * در اینصورت : 
(الف ) («(20) 0 ۶ )۱ 2 
یز نع از 


(ب ) ودمه) لا > (۱۲) 0 2 
پیز یر 


اتبسات 


( الف ) فرد (۱۲) 2۱ > ۰ درا ت ۸ دیا ۱۲ ۰ ۰ 
فرض کنیم ۸9 در اینصورت 0 «پسسس 
2 6 پا ۷ برای هر 4 > * بدابراین 2۱۶+ برای هر 4 >« ود رنتیجه 


کر لا ۸ )0۱ + حال فره ( 0۱۶۱ ۰ درا ت 62 پوا 
و او ی ۱ نت نت 
هر 4هء ‏ * پس ۶۸ * یا 6۲ د برای هر > ۰ پس ۰ نت 


6 ناه ءبد ه این [ ۶ ) ا ۸ ۶ |۷۶ ۱ 062 ۰ 
و ۱ پدابراین ود( ) گع ‏ ۱ 


۰۰۱" تمرین 
تساوی (ب ) در ۰۰۲۰۱۰ را اثبات کنید ۰ 


۶ , _تمیین 

۱- فرض کنید #م مجموعه ای از مجموعه ها باشد و ۵ نشان د هید که 
یلاع و عنم ه 

۲ - فرش کنید 2 يك مجموعه و 4 مجموعه ای از مجموعه ها باشد * نشان 
دهید کسه : 


(الف ) اگر ۸ ۶ برای هر ۶4 آنگاه بل 


(ب ) اگر ۸۶۷ برای هر ۸ *< آنگاه و ۸. 


۳ - فرض کنید. ۸ مجمیعه ای از مجموعه هاباشد * نشان د هیدکه : 
(الف) (۱۵ 6۱۱(۶ 
4 


(پ) 60۸۷ ۶ () 06لا 
عبز بس ع 2 


ملک : و۱ 


فصسل ۱ 


ممادگوده که می‌دانید برای گفتن هر مطلبی در رپاضیات بطوریکه مورد قبول 
رنه باشد احتیاج به اثبات آن مطلب است * بدین صورت که نتایج جدیسد 
توسط بکار بردن اثباتهای ریاضی و با استغا ده .از تتایج دانسته شده بدسست 
می‌آیند * دراين فصل ایتدا زبانی را که در ریاضیات بکار می‌بریم محرفی می کنیسم 
و سهس برخی از روشهای استدلال را که معمولا در ریاضیات بکار برد » می شونسد 


بیان می‌کنیسم * 


۱ گسزاره 
عبارتهای زیر را در دظر می‌گیریم : 
(۱)امروز شنبه است ۰ 
(۲) ۲ يك عدد اول است ۰ 
(۴) ۵ يك عدد زوج است ۰ 


(4) دو هزار و پانصد مین رقم عد. د 7 مساوی ۵ است ۰ 


ملاحظه می‌شود که درست‌بودن یا ظط‌بودن هريك از جارتدهای فسسوق را 
می‌توان تعیین کرد * مثلاً بعد از بیان ارت " امروز شنبه است " می‌توان دید که 
آیا امروز شنبه است‌یا نه * اگر امروز شنبه است آنگاه این عارت يك عبارت درست 
است و اگر امروز شنبه نباشد آنگاه این عبارت يك بارت ظط است ۰ می دانیسم که 
عدد ؟ يك عدد اول است و در نتیجه عارت دوم يك ارت درست است » همانطوگ 


که می‌د انیم عجارت سوم يك عبارت ظط است * برای جارت چهارم شاید فوراً دشسود 
تعیین کرد که این عبارت د رست است یا ط است ولی بهر حال می دانیم که این 
عبارت یا درست است یا ط است ۰ 


حال عارتهای زیر را در نظر می‌گیریم * 
(0) درسهایت را بخوان »یا بطور کلی هر جمله امری * 
(7) کی خوامی آمد ؟ يا بطور کلی هر جمله سئوالی * 


ملاحظه می‌شود که برای عباردییای اخیر نمی‌توان صفت د رست بودن یا شط 
بودن داد * اين مطلب حش در مورد جطله های اخباری نظیر " حسن خوشاخااق 
است "يا " اين پرتقال شیرین است " نیز صادق است » زیرا که خوش‌اخسسلاق 
بودن یا شیرین بودن بستگی به سلیقه شخص دارد و نمی توان در مورد درسست 
بودن یا ط بودن این نوع جمله ها مطمئن بود * 


۱ - تعر یف 


گزاره جاری است که بتوان درست‌بودن یا غط‌بودن آن را تعیین کرد * 
پس‌عارتهای (۱) الی ()گزاره هستند و عارتهای (0) و (۱) گزاره نیستدد *گزاره‌ها 
را با حروف ‏ , ور ۲ , 5  ,‏ ...با اندیس يا بدون اندیس مایش‌خواهیم 


داد ۰ 


۲ - ترکیب گزاره_ها 

عارتهای زیر را در دظر می‌گیریم : 
(۱) ۲ يك عدد زوج و ؟ يك عد د آاول است * 
(۲) امروز شنبه است یا امروز یکشنبه است * 


۳( جین ۲ ی عدد زوح است پس ۲ برعد د قابل قسمت است ۰ 


ملاحظه می‌شود که عبارت [() از ترکیب دو عبارت " ؟ يك عدد (وج است ۷ 
و " ۲ يك عدد اول است " با استفاده از حرف رابط "و " تشکیل شده است» 
عجارت (۲) از ترکیب د و عبارت " امروز شنبه است " و " آمروزیکشنبه است " بسا 
استفاده از حرف‌رابط " یا " تشکیل شده است * عبارت (۴) از ترکیب د وعبارت 
۲ ی عدد روج است " و *" ۲ بر عدد ۲ قابل قسمت است " با استفاده از 
کلمات رابط " چون "و "پس " نشکیل شده است * بطیر تلی در زبان فارسی 
از ترکیب بارتهای بسیط با استفاده از حروف رابط مانند "و " , "یا " ونیره 
عهارتهای مرکب می‌سازیم ۰ مثااً جارت (۱) يك عبارت مرکب است که از ترکیسسب 
" عبارت بسیط " اي عدد زوج است " و " ۲ يك عدد اول است " با استفاده 
ارف ی و هد ار 

در ریاضیات نیز از همين رونن استفاده می‌شود * و بدین صورت که | زترکیب 
گزاره های بسیط [یا ابتداثی )با استفاده از رابطهای گزاره ای , گزاره بای 
مرکب ساخته می‌شوند و درست‌بودن يا غطبودن هر گزاره مرکب برحسب درست 
بودن یا غظط‌بودن گزاره های ایتد.ائی تشکیل د هند و نوم رابط گزاره ای تحییین 
می‌گرد د * در زیر به معرفی هريك از رابطهای گزاره ای می‌پرد ازيم ۰ 


رابط گزاره ای ‌نه زل 


این رابط گزاره ای را با نماد ۲ تمایش‌می‌د هیم * البته نماد مم نیزیرا ی 
نمایش رابط گزاره ای " ده " بکاربرده می‌شود * ولی چون ما بعدا در این‌درس 


از نماد سم پرای نمایش مفهوم دیگری استفاده خوامیم کرد لذا نماد 7 را بسرا ی 
نمایش رابط گزاره ای "ده " بکار می بریم * 

اگر م يك گزاره باشد , آنگاه ۳" بيزيك گزاره است »گزاره ۳" نضسی 
گزاره ۴ است , یعس اکر ۲ يك گزاره درست باشد , آنگاه ۳ يك گزاره طسط 
است و اگر ۶ يك گزاره ط‌باشد , آنگاه ۱۳ يك گزاره درست است » مثلا" اگسر 


ط نمايش دهنده گزاره " ۲ يك عدد فرد است " باشد , آنگاه ۴ نمایسسش 
دهنده گزاره " ۲ يك عد د فردنیست " خواهد بود * بنابراین اگر درست‌بسودن 
يك گزاره را با عدد.۱ و ظط‌بودن يك گزاره را با عدد 0 نشان دهیم , آنگساه 
جدول زیر را خوا هیم داشت : 


دراین جدول همانطوریکه مادحظئه می‌شود در سطر اول گزاره های ۲ و 1۳ 
نوشته شده است * برای گزاره ۴دو حألت وجود دارد که یا درست است , سا 
غط است * آين مطلب زیر ۲ در ستون مربوط به آن بترتیب با اعداد ۱و 0 نشان 
داده شده است * گفتیم که وتص ۴ درست باشد آنگاه ۳ ظط و رقتی که 
ظط باشد آنگاه ۳ درست است » بنابراین زیر 1۳ در ستون مربوط پسه آن 
بترتیب آعداد 0و اقرار م‌گیرند * جدول فوق را جدول درستی وابسته به ۲۳ می - 
تامیتم ۰ 
ابطه گزا ای 1 1 

اين رابطه گزاره ای را بانماد ۸سمایش می د هیم * اگره و ٍ دو گزاره باشند 
آنگاه 4 ۸ ۲ نیز يك گزاره است» گزاره مای ۲ و ي گزاره های ابتدای کسسزاره 
مرکب ۸ 2 هستند * مثلا" اگر ۵ نمايش دمنده گزاره " ۲ يك عدد ژوج است" 
وی نمایش دهنده گزاره " ؟ يك عدد اول است " باشند , آنگاه 4 ۸ 8 
نمایش د هنده گزاره (؟ يك عدد زوج ويك عدد اول است " می باشد » کسسزاره 

4 ۸ ۲ وقتی درست است که هر دو گزاره 0 و ٍ درست باشند » در یر اینصور ت 


است : 


وه ی هد ی وب ِ 1۶ 
ما مه گس هزم ۳ ئ و چد شرت و شم وسنتا و شرد و لط. با یگ 


سسقی 


‌ ّ» 7 1 ۳ و 1 ۳ ۳ ۳ ی 1 
د رسمت و پنو, ط باشد سای محالت هستاش پیر, ص‌ ید. مه در جد ول توق ایسسسین 
۳ ت ام 


1 ۶ 4 


و ِ 


این رابط گرا رو ای رابا لها د 4 نمایش‌صی د میم *اگر او 5دوتزاره باشند و آنکساه 
٩‏ ۷ ميزيك تزاره است »زاره های ۲و 3گزاره های ابتدایی گزاره مرتبو 2۷ هستند 


از 2 َ ۳ ۳ 1 ی اد ره ۲ ده 1 3 ۰ ً« ۲ 
متا اثر المایش‌د شند ه نزاره تفت روج ات و ۹ تما یش‌د صند ه گزاره یسسله 


۳ ۲ 1 ور موز ی 5 و مه و ۳ ۰ ,)۱ 
عد د فرداست پاشند انگاه ۷٩‏ مایت د هنده تزاره یگ شد. د زوس با يك عد د فرد ا ست 


۳ : 9 ی ۳1 3 ۳ ۱ ۹1 و ۳ 8 بط 1 ۳ و 
هر باشد. ۴ رز و ۳ نی للم با رامین د. وفب رت" فراری د هیم ر عبارت مسرکب 


۳ زً 4 ای ؟ ها ۲ 0 1 1 ی 
حاصل راسعههلا فشنی ۳ انیم تس فت. یلی ود ور رت تسیل ند شند ه آن‌د. رست 


ی 
سرجرسیت. 
۳7 


باشد *اماد رریاضشیات جلیر نیست وتزاره ٩‏ 2۷ وقش درست است له لا اقل یکی از دو 


سس 


۳ ۳ تور و 1 1 
گزاره 7 و 4 د رست پا شد »د رقیرا ینصورت: غلط می باشد «پدر آنرهردوگزاره وه درست 


۱ ۹ 5 ۳۷ لور ریت ۱ نت «جد. ول. دوستی وابسته به 2۷5 بصورت زیراً ست: 


نیع دی مت قرع ی هو :۳ ی و هلر ها و باق سس اب ایا از :و 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


۷ 


ز "۷ 


وا بحله اوه ای نقيصه ید ۲ تست 
ین رابطه گزاره ای را پا نماد <عسست نمایش سید هیم ۰ اثر 2 و 6 دو 
گزاره باشند , آنگاه و صد و . بیزیك گزاره است * تزاره های م و و 


۴اره های ابتدائی گزاره مرکب ‏ سدع دسند » مثلا اگر ط نمایش‌دهنده 


گزاره " ۱۲ بن 1 قاپل قسمت است " و 4 ممایش دهنده گزاره ۲ ۱۳بر ۴ قایل 
قسمت است " باشند , آنگاه و جستتز نبایش دهنده گزاره ۲ ۱۴ پر 1 قایسسل 
قسمت است نتیبه می‌دهد ۱۲ بر ۲ قابل نسعت است " م‌باشد * این گزاره رای 
توان بصورت " اگر ۱۴ بر 1 قابل قسمت باشد , آنگاه ۱۲ بر ۲ قایل تسمت است" 
پا بصورت " چون ۱۲ بر 1 قابل قسعت است‌پس ۱۲ پر ۲ ثابل قسعت است " نیز 
بیان کرد و معتی شرسه جمله یکسان است * گزاره ب حسدح وقتی فد است تسد 
و درست و > تلط باشد * در غر ایتصورت و دسصد وم د رست است * جسسد ول 


د وستی, وابسته ۱۳ بصورت ز پر است / 


گزاره ج را " قرض " وگزاره و را " نتیجه " گزاره ب جسحت مي‌تاميم * 


رابطه گزاره ای " اگر و فقط اگر * 


افن رابدنه گزاره آی را ۳ تاد سم لمایش هی د شیم ‌ ار وه ده 


۰۰۰۰۹۰۰۹۰۰۹۰۹۰۹۰ سس<<<«<>ج>ب«۰«+۰۱(۰چ۰چ۰۱۰۱۰ آ آ بچسچبس+ آ آبآ«»۰«»«««پ«۰(۰چ(۰۰آآ««پ«پ۰۰ سس _م«__«_ث.«_«#«#«#«_ث_ثِ_ث_ِ_ث_ِ_ِِِِ_ِ_ِ_ِ_ 9 


موی مه دس 


ا 
1 
1 


نف روز و جرج گر خر گرا ان بر مرو و ریا جر وی و و تشه هاوگ 


رد مور ی وه و زد و را وا مر ی 2 و 2 دس ایو اک لسن یاو ان هه اد الوم و ً" 


دو گزاره باشند آنگاه و صحت‌م بيزيك گزاره است * دو گزاره‌و و ٍ گزاره‌های 
ابتداش گزاره و جسسه د هستند * مثلا" اگر 5 نمایش دهنده گزاره ۲ ۱۲ بر ۲ 
قابل قسمت است " و نمایش‌د هنده گزاره " ۱۲ مضری از ۲ است " باشند , 
آنگاه و جستج نمايش دهنده گزاره ۳ ۱۳ بر ۲ قابل قسمت است اگر و فقط اگر 
۲ مضربی از ۲ باشد " خواهد بود * اين گزاره را می‌توان بصورت " يك شسرط 
لا زم و کافی برای اینکه ۱۳ بر ۳ قابل قسمت باشد این است که ۱۲ مضربی از ۲ 
باشد " دیزبیان کرد و معنی هردو جمله یکسان است » گزاره هس ج وقصی 
درست است که ۲ و 6 هردو درست یا هرد و نط باشند » در نیر اینمسورت 

و جسسه < ظط است * جدول درستی وایسته به وجسحه و بصورت زیر 


است : 


یاتوجه به مطالب فوق می‌توان گزاره هاي پیچید ه تری مانند ۸7( 2۷ ), 
ء حسد ۸۲( ۲۷ ) وئیره را ساخت و درست‌بودن یا طیودن آدها را بسا 


تشکیل جدول درستی وابسته به آنها , تعیین کرد ۰ 


۲ - مثال 


جدول درستی وابسته به گزا ره عده (و ۷ < ) را تشکیل م‌دهیم * 


در این مثال ملاحظه می‌شود که گزاره ۶ ۸( ۷۹ظ)شامل سه گسسزاره 


ابتداش , و و است و جدول وابسته به آن دارای ۲۲-۸ سطر می‌باشده 
بطور کلی اگريك گزاره مرکب شامل « گزاره ابتدائی باشد , آنگاه جدول درستس 
وابسته به آن دارای ّ سطر خوا هد بود 7 


- تمرین 

جدول درستی وابسته به هريك از گزاره های زیر را تشکبل د هید : 
۱- و جحد ۸۲ (و ۱۷ ) 6- ( 4 ۲۷ ) جسحد ۲ 
اس ۲ سس (و ۸ 1 ) ۵ و جححه ( ۲ 1 ) 1 


۲ زر جح ( ٩‏ ۷۲ ) 17- (وجتو ) حه (وجحو )رز جسد و) 


۰۵ - تعریسف 


بودن گزاره های ابتد ای تشکیل دهنده آن , همیشه درست باشد ۰ 

برای تحیین اینکه يك گزاره همیشه درست است‌یانه , کافی است جسدول 
درستی وابسته به آدرا تشکیل د میم و اگر در ستون مربوط به این گزاره فقط عسد د 
۱بود , آنگاه يك گزاره همیشه درست است‌و در غیر اینصورت گزاره همیشسنه 
درست نهست * در ۱۰۱۰۶ گزاره های تمرینات ؟, 1,۵ گزاره های هميشه در ضست 


هستند * مثلا جدول درستی وابسته به تمرین ۵ بصورت زیر است : 


مااحئه می‌شود که د.ر ستون مربوط به گزا ره و جح ( ۹ 
عدد ۱ قرار دارد و در تتیجه يك گزاره هميشه درست است * گزاره همیشمد رست 
و جسسه ( و 1 ) 1 بیان کننده این است که دوگزاره ۲ و( < 1 )۱معادل 


یا هم ارزشنسد ۰ 


شان دهید که گزاره های ژیر, گزاره های ههیشه د رست هستند : 
(الف ) و ۳ ۱۳: 
([ب ) و مس زر ود . ] ۳ ) 
(ج ) و ]۳ ۳ 
۷« تمر؛ : 


کداميك از گزاره های زیر, گزاره مای هميشه درست می‌باشند ؟ 


9 


14) 
۱۰ 
)۱۱( 
)۱۲( 
۱۲( 
)۱( 
)۱6( 
۱1۱ 


در زیر تعد ادی از گزاره های همیشه د رست مهم ذکر شد ه اند : 


جتد و. 
‌ و چحد 4 ) جحح ( ۲ حصح ( ) 


([ وخ( صح: زو ۳ *۲] 


(( ده ) ۸ ) سس [ ۸۲( ۸ )) 
(( ۷۶ ) 9۷ ) جسحه ( ۷۲ ۳۷۱۱ )) 
([ > جستو ) چسه وج ) جسه.. (۲ جست» ( ي تج ) | 
([ و ۸ و ) سم ( و۸ ) 
( و ۷ و ) جسحه ([ يپ ۵۷ ) 
تا او ان 
۱( 2۸۲ )۷ ( ود ) ) جع (( ۷۲ ۱ 2۸ ) 
([ ۷۲( ) ۸ ۳۷ ) ) جع ( [ ۲ و ) ۶۷ ]1 
([ 14 ۷ ( 1 ) جحه ( ۸ ( ) 1 
([ 14 1۸ ) جح ( و ۷ .)1 
4 1 ۷ ۲ 
(8 1 ۸ )1 
( 14 ۵۸ ) جحه ( و << () 1 
(( ۸6 ۷۱۱( 15 ۵۸ )) جححه ( ي جسه و ) 1 
( و 7 جعد و 1 ) جسه ( و جسد | 
( ( جح ) دست و ) جست ( ۲جعه  (‏ و۸ 0 )) 


( 6 ۲۷ 1 ) جسسه (وجد و ) 


ملحه :»۲ 
(۱۸) ( 1 ۸ )1 جح ( و جح و ) 
)۱٩(‏ (» جع و ) خحح  (‏ ۲۷۲ ) 
(۲۰) ( 4 1 جد و ) 1 جححه ( و ۳۸ )] 
(۱ ) ( رو 1 جد ( 1) ۸( جع م)) جح [ ۹اه زر ) 
(۲؟) (- جحه و ) جست. ((۶ جح ب ) ۸( و ده «)) 


۹ - مثال 


در ۱۰۱۰۸ گزاره های ( ,٩‏ (۱۰)به قوانین دمورگان معروفند * در زیر 
جد ول درستی گزاره )٩(‏ در ۱۰۱۰۸ را تشکیل می‌د هیم : 


[ 3۷۱4 ۱) هه ( و 2۸ )۱1 ۷۲۹ ۲ 4۱(1۱ 5۸ ۱0 2۸۵ ود امه 


ملاحظه می‌شود که در ستون مربوط به گزاره )٩(‏ در ۱۰۱۰۸ فقط عسدد ۱ 


قرار دارد و درنتیجه یذ گزاره هميشه درست است ۰ 


۶۰ 7-۰ تمرین 
نشان د هید که گزاره (۱) الی (۸) در ۱۰۱۰۸, گزاره مای همیشه د رست 


شسششسد ۰ 


رس تون یی تست نحص ی جوم وس ور عم ری و و ریوب 


۳۱۶ 


۱-۱-۱ تمرین 
نشان د هید که گزاره های زیر هميشه درست هستند : 
(۱ ( و 9۸ ) جع ( ۲1 ۷ 1۳ )1 
9 (و <عد و )| دعحت ( ٩‏ ۷ 1 ) 
)۳( (و حجحم ) دح( ( 15 0۷ ۸۷۲۱۱ ۲۷ 15 171 
تذکسر 


رابطهای گزاره ای را بدست آورد * زیرا که گزاره (۱)نشان می‌د هدکه ب ۸ ظ 
معادل ( ۷۱ 1۳ ) 1 است * پعنی بجای 2۸ می‌توان ( ۷۱ 1/1۳ را 


در نظرگرفت * همچنین گزاره های (۲) و (۲) نشان می‌د هئد که می‌توان بترتیسب 
رابطهای گزاره" دس و <سسترا برحسب رابطهای گزاره ای 1 و ۷ بیان کرد» 
بطریق مشابه می‌توان نشان داد که با داشتن دو رابط گزاره ای 7 و ۸ می‌شسو د 
سایر رابطهای گزاره ای را بدست آورد * بدابراین برای ساختن زبان گزاره ها 
داشتن دو رابط گزاره ای 1 و۷ یا او ۸ کافی است» 


داتس 

در مقابل گزاره های هميشه د رست گزاره های هميشه ظط هستند * گسزاره 
هميشه ظط‌گزاره ایست که مستقل از درست‌بودن یا غلط‌بودن گزاره های ابتداش 
تشکیل د هنده آن هميشه غظط باشد » مثلا" گزاره 18 2۸ یا گزاره ۱۳ حسد>م 
چنین گزاره هایی می‌باشند * اگر جد ول درس وابسته به این گزاره هارا تشکیسل 
د هیم مااحظه خواهیم کرد که در ستون مربوط به این گزاره ها فقط‌عدد ه قرار 
م‌گیرد * يك گزاره همیشه ظطيك کزاره متداقض دیزدامیده می‌شود ۰ 


اس ی یا ی بسا م۳ سای سا و تا کشت متا جرب ات و تب وس سای سس ی وس سیر ری یرجم اوه سس سرخ سل ۳ 


» گزاره لس 


عجارت زیر را در دظر می‌گیریم : 
پر يك عد. د اول است ۰ 


اگر « را بعنوان حرف‌بیست و چهارم الفبای لاتین در نظر بگیریم , آنگاه این 
عجارت ط است و بعدوان يك کزاره تلقی می‌شود * ولی اگر« را بحدوان يك متخیسر 
در دظر یگیريم و فرض کنیم که در مجموعه ‏ 11 تخییر می‌کند , آنگاه نمی‌توان درست 
بودن یا غط‌بودن این عبارت را تعیین کرد * در این صورت این جارت يك گسزاره 
نیست * حال اگر عخصری از لل بجای * قرار گیرد ؛ آنگاه عبارت بد ست آمد ه یساه 
گزاره است ۰ مثلا" اگر بجای » عدد را از ۱ جایگزین کنیم آنگاه گزاره سط 
زیر بد ست می‌آیسد : 

؟ يك عد د اول است 
حال عبارت زیر را که در آن * يك متغیر است‌و در چ تخیزر می‌کند , در لدظلسسر 
م‌کيسويم ۰ 

+ ۳ ۲ 

این عبارت يك گزاره نیست ولی با قرار دادن بجای > گزاره طظط زیر بد سسست 
فی آمتتف:: 

۳۲ 0۲ 
همپنین با قرار دادن ۱-بجای < درهارت ۲-2۲ 2۷ زاره درست زیر بد ست 
می‌آیسد : ۱ 

(+ ۳۲ 


2-۱ تحریف 
گزاره نما عبارتی است که شامل ید با چند تخیر است و این متغیرشسا د ر 


ملحه :۲۳ 


مجموعه معینی تغییر می‌کنند "وبا قرار دادن عاصر از این مجموعه معین بجای 
تراك و رم بد ها دا 

مثلا" بارتهای ۳ * يك عدد اول است " که درآن در الا تخییر می‌کند 
و ۲ ۲2۲+ " که درآن در ج تخییر می‌کند گزاره تما هستند * 


۲ - تمیین 
جارتهای زیر را در نظر بگیرید * توجه کنید مجموته ای که متغیر : در آن 
تغییر می‌کند در مقابل هريك از عجاردها نيشته شده است ۰ 
۱- » بر عدد 0 قابل قسمت است و : کوچکتر از عدد ۲۷ می‌باشد . 1 
)هس سرت 2 
۳- : يك مظطتث قائم الزاویه است . مجموعه مثلشهای واقم د رصفحه 
؟- : مجموعه اعداد اول کوچکتر از ۱۱ است. مجموعه همه زیر مجموعه‌های 
یعی( ۱2 )۰ 
0- : تویسنده کتاب بینوایان است . مجموعه انسانها ۰ 


حال با قرار دادن عاصر از مجموعه های مربوطه بجای :: در هر یا زبا رت 
فوق , يك گزاره د رست ويك گزاره غلط بد ست آورید * 


نماد گسذاری 

يك گزاره نما با متغهر : که در مجموعه 1 تغییر می‌کند را با نما دپرج نمایش 
می‌د هیم ۰ ۲ را مجموعه جهانی ۱۵ بسته به بط و : را متغیر آزاد واقع در 
پرج می‌نامیم * اگر د عصری از تا باشد و آثرا بجای د در بر قرار د فینم 
آنگاه گزاره حاصل ۳ با نما د وظ نمایش می‌د هیم * همچنین می‌توان گفت که ۳ 


از ,ظ بازاه 22 بدست آمده است ۰ 


گزاره تمای تمرین ۱ در ۱۰۲۰۲ را در نظر می‌گیریم و آنرا با 5 نمایمسش 
می‌د هیم * ملاحظه می‌شود که متغیر ۶« در ,8 دوبار تکرار شد ه است * بایسد 


توجه کردکه وقتی عصری از مجموعه 10 بجای » در پرج قرار ی‌گیرد , بایسد آن 
عصر همزمان بجای هر وقوع « در پرج قرار گیرد * مثلاً 2 گزاره درست زیر 


۵ بر عدد ۵ قابل قسمت است و ۱۵ کوچکتر از ۲۷ می‌باشد ۰ 
بطور کلی اگر در يك گزاره تمای برد , متغیر آژاد * چندین بار تگرار شود , آنگاه 
برای هر وقوع « در پرج يك عصر از مجموعه جهانی وایسته به برد جایگزیسن : 
می‌ شسود * 


جارتهای زیر را در نظر بگیرید ۰ در مقابل عارتهایی که شامل متغیسر 
هستند مجموعه آی که * درآن تغییر می‌کند , لوشته شد ه است ۰ 

۱ -عدد ۱ مساوی عدد ۲ است ۰ 

؟- 4 بزرگتر از عدد ؟ است ه لد 

2۰ ۰ ۰ بزرگتر از عدد ۲ و * کوچکتر از عدد 0 است‎  -۳ 

-برای هر ۶ اگر ‏ يك عدد زوح باشد , آنگاه بر عدد ۲ قابل‌قسعت 
است . 1 

0- يك عدد : وجود دارد بطهری که * فرد است و * از ۲ بزرگتر است* 11 

1- 6۸ , 2۸ يك زیر مجموعه 1 است ۰ 1 
حال تعیین کلید کد اميك از عارتهای فوق گزاره نما می‌باشد ۰ 


گزاره تما های چند متخیره 

يك گزاره نما معکن است که شامل بیش از يك متغیر باشد * در زیر چلد 
مثال از گزاره نماهایی که شامل د و متغیر هستتد ارائه شد ه است»در مقابسل هر 
جارت مجموعه ای که متغیرهای ,7 درآن تخبیر می‌کندد نوشته شد ه است* 

۱- 4 بزرگتر از ۲ است ه 11 

- ۵ مرب اعد پاود م1۳ 

۲- ثلث : با مثلت ۷ متشابه است و مساحت +« دو برابر ساحت ۷ 


است ۰ مجموعه شلثهای واقع در صفحه 


ملاحظه می شود که اگر بجای و ۲ در عارتهای اِ: ۴و۲ دوعصس راز 
مجموعه مربوط به هر ارت قرار د هیم , آنگاه گزاره ای بد ست می‌آید * 


۲ - تعریف 
فرض‌کنيم ‏ ۲*۷ يك عبارت شامل د ومتغیر لو لمی باشد ومتخیرهای » ورد ر مجموعه لا تخیر 
می کنند *اگرباقراردادان هرد وعنصرمتعلق به لا بجای »ولد ر ۲ يك گزاره بد ست آیسد 
انگاه ۷«ايك گزاره نمای د ومتخیره است همجموعه لا رامجموعه جهانی وابسته به ۲«۲ و 
«و ارامتغیرهایآزاد واقع در ۵«"می نامیم *اگر ‏ و ۵ دوعنصرا زمجموعمه جبهانی(ا باشند 
گزاره حاصل توسط قرا رد ادن 3 و ابترتیب بجا ی »و ارابا ۳ نمایش‌می د هیم * 
می توان گفت که گزاره و بازا 22 و «-ربد ست آمده است ۰ 
تسذکسر 

بطریق مشابه می‌توان گزاره نماهای سه متغیره , گزاره تماهای چهارمتخیر 
وغیره را تعریف کرد ۰ 


۰۵ -« تمرین 


هريك از جارتهای زیر را همراه مجموعه ای که مقابل آن نوشته شد ه است 


در نظر بگیریند ۰ 


۹ 20 آ + ابر ۰ 1۳ 


زر پرادر ۷ است * مجموعه انسانها ۰ 
۳اه > عد و > لا ۰ لد 


> تلد ه 1 


۱ حال با قرار د ادن عاصر از مجموعه مربوط به هريك از عارتهای فوق بجای 
و « يك گزاره د رست و يك گزاره غلط د رست بد ست آورید ۰ 


يك گزاره نما 


گزاره نمای ۵ > ( +6 با مجموعه جهانی 1 و گزاره تمای 0 ۱ + با 
مجموعه جهانی 2 را در نظر می‌گیريم * ملاحظه می‌شودکه با قرارد ادن ۱, آیا ۲ 
یجای :< در گزاره نمای ۵ > ۱ + عد يك گزاره درست و با قرارد ادن سایر عاصر 


بجای در ۵ > ۱+: يك گزاره غلط بد ست می‌آید ۰ همچنین باقرار د ادن 
۱-یجای « درگزاره نمای 0 -۱+* یك گزاره درست‌وبا قواردادن سایسسر 
عاصر 2 بجای « درگزاره‌های 0 -۱+* . يد گزاره غلط بد ست می‌آیسسد ۰ 
مجموعه های ( ۳, ؟, ۱) و ۱۱ را بترتیب مجموعه های جواب‌گزاره نماای 
۵ ۱+ با مجموعه جهاسی ال و 20 ۱+ با مجموعه جهانی 7 می‌تأمیم * 


۲ - تعریف 


گزاره تمای رج را بامجموعه جهانی تا در نظر بگیریم * مجموعه جواب‌یا 
مجموعه درستی ,ظ عارتست از مجموعه همه عاصری از که بازا* هريك از آدها 


۳ بيك گزاره د رست تبد یل می‌ شود ۰ 
بعبارت دیگر اگر مجموعه جواب 9 را با ۶ نمایش د هیم آنگاه د اریم : 
[ پر | <) -ظ 


۷ - مثال 


اگر گزاره تمای ۵ > ۱+« با مجموعه جهانی را با برت نمایش‌د هیسم 
آنگاه مجموعه چواب بط عارتست از : 


( ۳,؟, ۱) عدط 
اگر گزاره نمای" 0 ۱+ 5 با مجموعه جهانی 2 را با لا نمایش‌د هییم 
آنگاه مجموعه جهاتی 4 جارنست از : 


(۱عس) بت ۵ 
حال‌گزاره تما های زیر را در نظر می‌گیريم * مجموعه جهانی وابسته بهر گزاره تما 
در مقابل آن نوشته شده است* 


+ عدد اول است و ۲ < ۶ و ۲۵ ؟ ۶6 . 12 
+ يك مثلث است ۰ مجموعه کلیه اشکال واقع‌د ر صفحه 


۱ 24 << 


۱ و > . 4 


اگر گزاره نما های فوق را بتسرتیب با موط ۲ 9 ۳ 9 و نمایش د هیم‌آنگاه 
مجموعه جواب آنها عارتد از : (۲۲, ,۱٩‏ ۱۷, ۱۱,۱۲ ۵:۷ ۲) <ظ , 


مجموعه همه مثلشهای واقع در صفحه و ,۲ و 72 ۰ 


۰۸ ۱ قضیه 


ی 
فرض کنیم برط و پره دوگزاره نما با مجموعه جهانی 0 و بترتیب مجموع‌ها 
جواب ظ و ٩‏ باشند * در اینصورت يك شرط لا زم و کافی برای اینکه مجموعه د رستی 


گزاره نمای بل دححت ,۲ برابر مجموعه جهانی 0 بأشد , این است که ۱-۹9 ۰ 
بعبارت دیگر ل ( و دح .۲ | ) اگر و فقط آئر لیر 6 > ۶ ۰ 


ائیسات 
ایشا 


شان م‌د هیم که اگر ۷ ری <ست ۲ |16 ) آنگاه ت۲۳ ه فرض‌کنيم 


86 .در ایلصورت ظ درست است » چون تاو و تاد [ بو سس و |») 


پس لا 3 وی < .8 دوست است» از د وست بودن رظ و ۳ نتیچه 


می شود که " درست * پس ٩‏ 6 ۵ ودر لتیجه 0 ظ ۰ 
حال تشان س‌د هیم که اگر ۵ > ۳ آنگاه لا سل دص ,۲ 1 «روشن 


است که تا تلو جسحت ظ |] * فرض نیم که > 5۵ * در ایلصورت 9 


درست أست پا ۳ غلط است ۰ 


اگر رظ درست باشد آنگاه و >ه وچین 0 2 پس 9 :2 ود رنتیجسه 


م4 درست است» از درست بودن رظ و ی نتیجه م شودح 4<عتی۳ درست 


است * پس زو دص 9 |۵6 بنابراین لاد 1 لسع ,9 | 2 ] ۰ آگر 9 


غلط باشد آنگاه و دسر ظ درست است و در لتیجه زو دح .9 | ) 26 


پس20 1ب دسر | ۰66 پس‌در هر حالت لتیجه می شود که ارو سح 3 |« 


از ۲۸ ۱۰ می‌توان نتیجه زیر را بد ست آورد ۰ 


٩‏ - لتیجسه 


فرش کنیم پر و ره , لا , ظ و 0 در شرایط ۱۰۲۰۸ صدق کند «در 
اینسورت تا - له جسٍ <۱:) اگر و فقط اگر ۵ <ظ ۰ 


[ظ <«ع ۹ | )0 ( بر <ع ,9 | )< ری <ع. > (ظ | 2] 


زیراکه اگر ( بر <سدعد کر | )26 آیگاه <دحسد > 1 درست است و در 


و4 دح م3 و رودصره درستلد , یعلنل,ظ پر ::) 0( زو دح 5 |*)24 ۰ بر 


عس اگرز ط < ۹ |<) 0 بر < ,۳ | )2 آنگاه _و< و مس و 


درستند و در نتیجه بو جسه دح درست أست یعنی لری<عحد > برظ )26 ۰ 
حال فرش کلیم زاف ۳ برطا 6 ] * دشان می‌د هیم که ۲2 


چین 1 ب ححد <«حح: > لاد دسسو.. 
مك ناگ ۹ تک و 112۷ پظا 1 پس 


د [ پروحس,۵|«) وین به ۱۰۲۰۸ داییم 259 * بطریق مشایب 


چون نات ( اب |*<)ع ( روج 9 دا بت [ا< لوظ 9 ۳۹ و بنا به ۱۰۲۰۸د اریم 


ع 0 » بنابراین ۵ < ۲ ۰ 


برکس اگر 20« آنگاه 520 و *92 وبنابه ۱۰۲۰۸( ۹ ظ*] 


و تا ۲ و وت | و در لتیجه 


۷-۱ 0 ع( ود 9( 0( ود و|) - ز ومسحد» 2[۲] 
2 2 2 2 2 2 


۶۰ تمرین 


قرش کنیم رت و ب دوگزاره نما با مجموعه جهانی تا و بترتیب مجموعما 
جواپ ظ و 9 باشند » تشان د هید که مجموعه د رستی هريك از گزاره نما های زیربرابر 
مجموعه جهانی است ۰ 


( الف ) بر جسه نک ( د ۱ رسد > ۲ 


(ب). ره مه ات0 » ۳۷ 


اج ۱ له پر۳ < کل ع > 6 ۲ 


در تمرین (د ) 2۰ مکمل مجموعه ۲ در تا است ۰ 
با استفاد ه از ۹ و ۰۰ ۱۰۲, لتیجه زیر را داریم : 


۱ -م تتیجسه 


فرض کلیم بط هب و ۷ , ظ وه در شرایط ۱۰۲۰۸ صدق کند »در 


اینصورت : 
( الف ) ۱ له مه )< ور 
(ب) . له ۸ برظ |د)- ۵۵ ظ 
(ج ) (بروو:د) < 2۰ که‌درآن 2۲ کمل ظ در ۷ است ۰ 


ابا 


سس 


( الف ) بنا به بئد (ب), ۰۰« آِ«" "(", 


(ه ۶۷ چسحد»0 ) ۲ ب 0 6 *|) 


با به ۹ ۱« لو روت ( 6۵ ۰ب و > دا 


ولی ‏ ولظد [۵ 6 7 ۷ 0 <(:) و در نتیجه 
دب ۸ 9 | ولا 


(ب) بنا به پند (ج), ۱۱۰۳۰۱۰ 
تا (بره مر وجحد> 9‏ ۶ 9۸ > > |عد) 


پنابه ۱۰۲۰۹, 
یره ۸ روط | )<( 0 ۰ و | د) 
ولن ۵ 2 (0 ۰۶ ۸  )|:6‏ ودر نتیجه 
دب مر |<) و 6 ظ 
(ج ) بتا به بند(د ), ۱۰۲۰۱۰ تا( ده ۶ 6 | ) 


بدا به ۱۰۲۰۹ (ردد|*)- (9۳ > *|*) 


ولن ۱ - (۳۰  )<|<6‏ ودر نتیجه [یود|) ام 


ی 
نتیجه فیق رابط بین رابطها گزاره ای ۷: ۸ و 1 و اصال پول لا ,چ و رانشار, 


میت هسد ۳ 


؟۰ ۱۰-۰ تمییسن 


فرش کنید رت و بو دوگزاره نما با مجموعه جهالی تا و بتسر تیسب 
مجموعه های جواب ( و و باشدد » در هريك از بند های زیر با استفاده از 
گزاره های هميشه درست که در سمت راست نوشته شد ه اند , تساویهای سعت چب 


( الف ) (و بو )> (ود ه) ‏ ز. ولااظت ود رم [|«) 
(ب) و م ود < ت > (وس 0 :*۵9٩ظ‏ 2(( رو ۷اپرظ) ۰ [#) 
اج ) رود جسته رواد ۵ ۷9 ٩)‏ |) 
(د ) و جسته و ۹ ً ۳9 
[ هه ) ود رح جسسه (ي جد ۱/0 0۵۲ < ی ۱ گّ 
۰۱۲« ۱۰۰۵ تمیین 
با استغاد ه از ۱۰۲۰۱۲ تساوپهای زیر را ثابت کدید : 

(الف ) ۰ 2۱۵ < 99(۲ه) 

(آب) بو نع < ۵9(۲ه) 


(ج ) و ب ۲(۲ظ) 


مقحه ۳۲ 


تسیر 
تساوپبهای بند (الف ) و (ب) و ۱۰۲۰۱۲ به قوانین د مورگان معروفند ۰ 


وی 

در این قسمت‌به بررس جعلاش می‌پرد ازیم که در آدها جارت " برای‌مر" 
و " جود د آرد " بکار رفته اند * اين جملات نقش مهس در ساختمان زبان رباضی 
دارند ۰ اگر به ۱۰۲۰۳ بند های ۴و۵ رجوع‌کنيم ملاحظه می شود که در جمله بند 
؟ ارت " برای هر " و در جمله بند ۵ عارت " وجود دارد " بکار رفته اند و با 
قرار دادن عاصر از مجموعه جهانی بجای > جارتهای تانفهوی بد ست می‌آینند. ۰ 
بنایراین این جملات‌گزاره نما دیستند * جملات زیر لیز نظیر این دو جمله می‌باشند: 


(۱) لا اقل يك مثلت هست که با مثلث معیس متشابه می‌باشد ۰ 


مجموعه همه شلشهای واقع د رصفحه 
[؟) مجموع هر د و عدد : و « برابر باقیماند ه تقسیم »« بر با است ۰ 2 


(۲) هر انسان ۹ جاوید آن است . مجموعه انسانها 
() يك حیوان »د یافت می‌شود که فانی است . مجبوعه حیواتات 


(۵) برای همه بر ها اگر > يك عدد طبیعی باشد آنگاه د يك عد د صحیح است. 15 


ملا ۳ می شود که جارتهای 1 هر 1 : 11 برای همه و ۲ 1 وجود د ارد ِ 
ژل 1 


۷ یأفت می شود " در جملات فوق بکار برد ه شده اند * توجه کنیدکسه 


مشهوم رباضی جارتهای 11 هر 1 ّ 11 برای هر 11 و 11 برای همه 11 یکسان اسست ۳ 


همینین مفهوم ریاضی باردهای 1 وجود دارد بی 3 هن "1 و 1 یافت می شود "نیز 


پکسان می با شسد ۰ 


ی 


دی مر ی کم 


مارتهای " برای هر " و " وجود دارد " را سور می‌دامیم و بترتیب آنقا 
را با نماد پر و چ لمایش می‌د هیم * نماد ب ر! سور عصومی و نماد جر را تور 
وجو:. ؛. م‌دامیم * با استفاد ه از این نماد گذ اری جملات وه در۱۰۰۴ و (۱) 
الی (۵) فوق بترتیب بصورت زیر نونته می‌شوند : 

( اگر « يك عد د زوج حاشسق آنگاه < برعدد ؟ قابل قسمت است )| »دب آظ 

(* فرد است و * از ۲ بزرگتر است ! و۰ نف 

(: با مثلث معینی متشابه است ) *2. مجموعه مذلشهای وأقع د وصفحد 

([ »جاوید ان است) ۰۷۶ فجدوعه انسانها 

(: فانی است ] 5 . مجبوی حیوانات 

( اگر * يك عد د طبیعی باشد آنتاه « يك ع د صحیح است ۰۷ 13 


در جملات فوق ملاحظه می‌شودکه عارتهای د اخل پرانتز گزاره نما می‌باشند. * بطور 
کلی برحسب سور بکار برد ه شد ه در يك جمله تعربف ژبر را می آوریم : 
۱ ععربف 


اگر بط يك گزاره نما باشد , آنگاه 89 توب هت لت را بترتیب يك جمسه 
عوس ويك جمله وجود ی م‌نامیم * متخبر در بر ۷ یا پرط 3 رأمتغیر 


تأ تسیر 


با استفاد ه از سور عومی, تساوی و زبر مجموی بودن هجموعه مارا می‌تسوان 


بصورت زیر بیان کرد: 


(۲ > در سس > ع بز) چا < سسته> (ظ د ۸۵) 


(2 بر جسسحت ‏ 2,) بروجسسه > (ظ 2 2) 
همچدین اگر 4 مجموعه ای از مجموعه ها باشد آنگاه با استفاده از سور عومسی 
میا و رم را م‌توان بصورت زیر نوشت : 
(0 > + جع )2326 |عد یلا 
(ر بر چست پل بز ۷ )6 


ترکیب سورها 


معکن است‌که در جمله ای بیش ازيك سور بکار آید » جملات زیر را د رنظر 
می‌گیسویسم 2 

برای هر »« وبرای هر « داريم ه < زا +یاه.. ‏ 1 

برای هر وجود دارد تب بطوریکه ه < ۷ + ه 2 

يك در وجود د ارد بطربکه برای هر ۷ داریم ه < ۷ + م ظ 

يك :د وجود دارد ويك ۷ وجود دارد بطوریکه ه < ۶ + ۶ ۰ 2 


با استفاد ه از نماد ها و جملات فوق بترتیب بصورت بر لوشته می شوند : 
( هم با + ید ) با > ۸ 


دم دا ید ) لو ۶ 


۳ 
( هب + بر ) با دق 15 
22 


(م < ۷ + ) لو 2 


بطور کلن اگر ربرظ يك گزاره نمای د و متغیره باشد , آنگاه هر يك از جمسساد تن 


/ 1 ۱۷ , (رظ) ۳:2 , 9 7 و ی 7 


را بترتیب بر حسب اولین سور آدها از طرف چپ جمله ععوس , جمله عوی , جملسه 
وجود ی و جمله وجود ی م‌تأمیم ۰ متخیرها ۶« ول در آین چملات ر متغیرضسای 


وابسته می‌نامیم * ببهمین ترتیب معکن است که دريك جمله که شامل يك گزاره تسا 


سه و چهار با 7 متغیره‌باشد چندین سور بکار رفته باشد ۰ 


با استفاد ه از سورها , رابطهای گزاره ای و نماد های ریاضی نظیر, + , > , 
۵ « »> , عارتهای زیر را بصورت خلاصه بدویسید و سپس تعیین کنید که کد اميك 
جمله عومی و کد اميك جمله وجود ی است ۰ 

۱-برای هر * , « فرد است یا * زوج است* 12 

۲-برای هر > و هر 7 حاصلضرب : و « بزرگتر از حاصل جمح :و ۷ 
است ۰ 1 

۲- برای هر »د يك زر وجود دارد بطوریکه 7 کوچکتر از « لیست» 1 

-برای هر + يك « وجود دارد بطوریکه اشتراك *« با ۷ برابر 
اجتماع ۶« پا ۷ب است۰ (20) 62 ۱ 

0 - يك در ويك بر وجود د ارند بطوریکه 7 شامل < است* 


مقایسه_متغیر آزاد با متغیر وابسته 

همانطوریکه قبلا" گفته شد متغیر واقع در يك گزاره نما را متخیر آزاد و متخیر 
واقع د ريك جمله عوی يا يك جمله وجود ی را متغیر وابسته می‌نامیم * می‌د انیم کسه 
اگر عصری از مجموعه جهانی بجای يك متغیر آزاد دو يك گزاره نما قرار د هیم آنگاه يك 
گزاره بد ست می‌آید , در حالیکه اين مطلب در مورد کلیه جملاتی که شامل متفیسر 
وابسته هستند صادق دیست » مثلا" اگر جمله وجودی (۲<* ) *3 با مجموعسه 
جهانی اد را در نظر بگیریم آنگاه با قرار د ادن عصری از 20 بجای د عارت نامفهوی 
بد ست می آیسد ۰ 


د رست جملات عومی و وجود ی 


جملات عومی و وجود ی زیر را در لظر م‌گيريم ۰ مجموعه جهانی وایسته به 


هريك از جملدت زبر 1 است* 
1 ۱ 


)۱ (۱۱۸ج+ اع اجب بل ) ۲ 
(؟) زو وج روکد با 
(۲) رم کب مد | 3 
13 (م ۱+ ۰۲ ) *«3 


بسهولت دید ه می‌شود که جمله ععومی (۱) درست , جمله عوس (؟) غلسط , 
جمله وجودی (۲) درست و جمله وجود ی (؟) غلط است » با استفاده از مفهسوم 
مجموعه جواب يك گزاره نمامی‌توان قاعد ه ای برای تعیین درست‌بودن یا غلط بسسودن 
جمله های عومی و جمله های وجودی بد ست آورد * گزاره نمااهای وآبسته به هریسك از 
جملات (۱) الی (؟) را بترتیب زیر در دظر می‌گیریم و 


۱ کل جید) ب ید ؟ اد 
۱۲ و 
(۳) وا + 0 
(6) و ۱+ اد 


مجموعه های جواب‌گزاره نماهای (۱) الی [4) بترتیب عارتند از : 13 
, ۳,۱۳3( ۲۱۲ )و ۰۵ بنابراین مجموعه درستی گزاره تمای (۱) براینر 
مجموعه جهانی است » بعبارت دیگر اگر بجای :د در (۱) هر عصر از مجموعه جهانی 
ترار د میم گزاره حاصل يك گزاره درست است» پس جمله عوسی (۱) درست است ۰ 


مجموعه درس گزاره نمای (۲) برابر مجموعه جهانی نیست» بعبارت دیگسر 
عصری در مجموعه جهانی هست‌که به ازای آن گزاره نمای (۲) تبدیل بيك گزاره غلط 
می‌شود * پس جمله ععوصی (۴) غلط است ‏ مجموعه جواب گزاره نمای (۳) تهی دیست 
بعبارت دیگر عصری در مجموعه جهانی هست‌که اگر یجای « در گزاره نمای(؟) قرار 
گیرد , حاصل بك گزاره درست است » پس جمله وجود ی (۲) د رست است" مجموعصه 


جواب‌گزاره نمای (؟) تهی است؛ بعبارت دیگر عصری در مجموعه جهالی وجسسود 
ند اردکه بازای آن گزاره نمای (؟) بيك گزاره درست تبدیل شود * پس‌جمله وجود ی 


حال با درنظر گرفتن بحث فوق ۰ قاعد ه کلی زیر را د و مچورد د رستی جملات 
عوس و وجود ی بیان می‌کنيم * 


قأاعسد ه 
دربیم 


جمله عوی . ,روتها : جمله وجودی رح 2 ووابسته به آنها مجمومسه 
جهانی تا را در نظر می‌گيريم * فرش می‌کنيم. مجموعه جواب‌گزاره نمای پره باشده 

اگر نج آیگاه جمله عوسی ,۱6۲ د رست است* 

اگر اعد 2 آنگاه جمله عومی . وج غلط است» 

اگر + و آنگاه جمله وجود ی 2:8 درست است ۰ 

اگر ۵ عه آاه جمله وجودی نت غلط است * 


کین 


همانطوریکه در ابتد ای این فصل گفته شد گزاره عارش است‌که درست بسا 
غلط باشد * چون جملات ععومی يا وجود ی نیز درست‌یا فلطط هستند پس این نسسسوع 
جملات نیز گزاره می باشند ۰ 


۲ - مشال 


( الف ) ۱ » زو ار نت و 
(بپ) , ( » وج است) «ت ۷ ۱ فرداست) ۰۷ ان 

(ج ) ( و موم ) چاو ما( وم الا ) ۰۱۵ 0020 
( د ) ( ۵ مج انار ) زر ود مل و انا ۲ ] ۰9 رهم 


گزاره تما های 1 » فرد است " 11 1 زوج است 11 ۳ 11 ي‌ را بز ۱1 


۳ج . م۵۵ ۲و ۵ ع ول ۲ را بترتیب با پر , پر « مر ,یرگ و 


بر و مجموعه های جواب این گزاره نما ها را بترتیب‌با ۲ , 0 , ظ , 5و ۲ لمایسسش . 
می د هیم * 


( الف) چون :22 و 7۲ پس جملات عوس ,۷:0  «‏ پر ۷ هر دو لسسسط 
هستند » بنا به تعریف ارزش درستی " ۷ " جمله . بری:< 0,۲۷ غلط اسست ۰ 


(ب) چون ۵ و 0۶٩‏ پس جمله عوس_ ,۷69 غلط و جمله وجودی . 3۳63 


در ست است ۰ بدا به تعریف ارزش درستشی " ۷ " جمله 09 ۷ 1۳ 


درست است ۰ 


(ج ) چون ( 11 0۱ ح و ۵4 <و پس جمله عوس برع ۷ د رست و جملسه 
وجودی  .‏ 35 غلط است‌بنا به تعریف ارزش درستی " ۸ " جملسسسسه 


برد 23 ۸ و 90 غلط است ۰ 


چون 77 پس جمله وجودی ,ت36 د رست و در نتیجه برد 3 اغلط 
زز 1 


است »بدا به تعریف ارزش درستی " < 
مسحد 4 غلط است» 


تسد تسین 
فرش کدی »2 يك گزاره ما با مجموعه جهانی نا باشد * اگر نا يك مجمیعه 
متناهی و مساوی [جه , 1۱2/۰۰ باشد آنگاه جمله عومی 0 تا معاد ل 


گزاره ...۰ ۸ ظ و جمله وجود ی ۳9 معاد ل گزاره ۰ ۰ 
۹ 1 ‌* ‌ 


1 
است ۰ ژیرا که روشن است و۷72 درست است اگر و فقط اگر گزاره رظ ۰۰۸ 
1 1 
درست باشد و همینطور جمله وجود ی و336 ٍ رست است اگر و فقط اگر گساره 


و3 ۷ ۰۰۰۰ ۷ رجظ .د رست باشد ۰ بتابراین وقش که مجموعه جهانی وابسته به يك 
: 


گزاره نما متنا هسی باشد می‌توان فقط از رابطهای گزاره ای استفاد ه کرد و احتیاجسی 
به سورها نمی باشد ۰ ولی وقتی مجموعه جهانی تامتداهی باشد آنگاه وجود سورها 


؟ ۱۰۲۰ - تمرین 
با در نظر گرفتن جملات زیر نشان د هید که جملات ( الف ) الی ([ د ) درست 
و جملات ( ه.) و ( و ) غلط هستتد ۰ 


( الف ) (د فرد است ۷ > زوج است ) ۰۷ 1 


مجموعه کلیه اشکال هند سی‌د رصفحه 


(ج ) ( 2۲ < #«) 1۷ . (صد.) ۵ 
(د ) ( فاتی است) 3 ۰ مجموعه کلیه موجود ات زند ه 
( ه) (۵ ء ۷۵«) ۷۷۲ . ( ۵ )هم 


(و) [ ءد جاوید ان است ) »3 . مجموعه کلیه موجود آت زند ه 


۰۵ - ته ین 
با در نظر گرفتن جملات زیر تعیین کنید که کد اميك درست و کد اميك فلسط 


اسست ۰ 


(الف) ‏ (۲د )بو ده اجک )وی 2 
(|ب) ( ۴۳ < ۲ ) مس ( »اول است ۸ ۶ زوجم است  )‏ 5 . 0 
(ج ) ((۵ و اد با و( ار رو ) دسحه ( 9 ع ۵لا<) 3 
)0 
تس 
اگر جمله عوصی د رست باشد , یعلی مجموعه جسواب‌گزاره نمای برظ 


مساوی مجموعه جهانی باشد , آنگاه معکن است‌که از نوشتن سور عوس :۷ صرفدظر 
شود و وجود آن بطور ضمتی درك شود » مثلا" وقتی که گفته م شود معاد لته 


( ۲۱+ ) (۱- ۶) ع ۱ اد که به آن مجموعه جهانی 1 وابسته است درسست 


م‌باشد , وجود سور عومی بطور ضمتی پذیرفته می‌شود * بعبارت دیگر نظسور از 
درست بودن معادله ( ۱+ ) ( ۱ )۱ , درست‌بودن جمله عوسی 


[ ۰+۱۱ )(۱- )ح بر ) ۶ است ۰ 


1« تهوین 
در کد اميك از جملات زیر می‌توان از نوشتن سور عوس صرفنظر کرد ؟ 

(الف ) ( ۲ + بد ۲ + مر *( ۱+ ) بدا 15 

(ب) (2ء سب دس و و با ) + زا ۴ 


(ج ) ( 10۷ < دس وطو با ) مر با ( 21 )6 


جملات همیشه درست یا معتبر 
ژ سح ی سس سس سس سس سس ] 


جمله عومی ( *۳ > *۲ ) « را با مجموعه جهانی 2 در نظر می‌گیریم * 
ملاحظه م‌شود که مجموعه درس گزاره تمای ۲ >*۲ مساوی 1 یهنی مجموعه 
جهانی است‌ودر نتیجه جمله عوی ( ۲۴ >*۲ )دنا با مجموته جهانسی ۷ 
درست است » حال اگر مجموعه جهانی 1 به جمله عوی ( ۲۳ >* ۲ )* ۷ 


تی اعسان ‏ 


صس_ 


ی 2 ۱9۰ ۲ ۶ زا 
۳ > ۲ مخالف 15 است , مثاد د اریم ۳ ال « ۱ ۳ و 
۳ ۲ 


نتیجه م شود که جمله عوی ( ۳ > ۳ ) ۷ نسبت به بعشی از مجموعه های 
جهانی وابسته به آن درست و لسبت به بعضی دیگر فلط است* در ایتصسسورت ۲ 
م‌گوئیم که این جمله همیشه درست با معتیر نیست * 


۷ - تعریف 


اگر يك جمله نسبت به هر مجموعه جهانی وابسته به آن درست با شد آنگاه 
آن جمله را يك جمله همیشه درست‌یا معتبر می‌نامیم ۰ 


۰۲۰۸ مشسال 


فرش کنیم برظو بر دوگزاره نما با مجموعه جهانس_ تا و بترتیب مجموعه های 
درستی و ۵ باشند » در اینصور ت جمله زیر يك جمله معتبر است» 
۱ ۳۳9 ۱۷ ۵ 
اگر ( بر« ۲ ) ۷ ( ,۷9 ) غلط باشد آنگاه بدا به ارزشد رستی چسد جمله 


( #) د رست است ۰ 


پس فرض کنیم | ات ) ۷ ( ,۷۳ ) درست باشد « در اینسسسورت 
بر درست است با پر:1 درست است ‏ بنابراین 0 
حال بنا به ۱۰۲۰۱۱ بند [ الف) : 00 < له ۷ پرظ |<] 


یا تا و ۰ 
و در لتیجه ۷ - ۷۵ظ یعنش جمله ره ۷ + ) :تا درست است » بدابراین 
جمله ( # ) درست است » پس در هر حالت جمله ([ #) درست است ۰ ملاحظسه 
می‌ شود مجموعه جهانی وابسته به جمله ( *) يك مجموعه د لخواه م‌باشد ود رست 
بودن جمله ( *) مستقل از مجموعه جهاتی است* بدابراین جمله ( * ) يك جملسه 
همیشه درست‌یا معتبر می‌باشد ۰ 


٩۹‏ هم تضیسه 


فرض کدیم ,رح يك گزاره نما با مجموعه جهانی تا باشد ۰ در اینصورت هريك 
از جملات زیر معتبر است ۰ 


(۱ بر 8 51 سس ۷۳ 1 

(؟) پرظ رک سس رد ۷ 

(۲) پر 1 5 ۷۲ دح ر: 3 1 

53 پرظ 7 1۷۶ جسستد ,9( 3 
اثبسات 


فرض کنیم مجموعه جواب .ظ مساوی 3 و عمل آن در لا مساوی ۲ ظ باشد ۰ 
(۱) فرض کنیم پر۳: 1 د رست‌باشد » در اینصورت ,ردنا غلط است » پسس 


تا ۶ ظ ودر نتیجه ۵70 «بتابه ۱۰۲۰۱۱بند (ج )اب رهظ 


پس جمله وجود ی 9 درست است* حال فرض کنیم 1۷ غلط 


باشد » در ایتصورت » :۱ د رست است* پس زا < ط و در لتیجسسه 
4 <۲ظ ۰ پس‌جمله پرج 7 :3 غلط است * بدا به آرزش د رستی <حد > 
جمله (۱) درست است و در نتیجه يك جمله معتیر است* 
() چون گزاره ( و ٩‏ جنه و 1 )دسسه ( پ<«سد»>م ) يك گزاره هميشه د رست 
است پس از معتبر بودن جمله (۱) نتیجه می‌شود که جمله زیر معتبر است* 


( بر 1 ) دح( بط 1۱۷] 1 


چین گزاره ور جح 17 هميشه درست است پس نتیجه می‌ شود که جملسه 
زیر معتبر است ۰ 
پر 1 جر 7 1" ۱ 
۲۱ فرض‌کنیم و6 که 7 درست باشد ‌ در ایتصورت م6۳ غلط است ۰ پسسس 
۵ < ط ودرلتیجه ۲ -۱ظ * چون [ برظ 1 | ۶ 0*2 پس جملسسه 
بو 7 ۶ ۷ درست است* حال فرض کنیم پر 3 1" غلط است * در اینصور ت 
برع 3 د رست است * پس و روج و در نتیجه 3۱ و پس جملسسسسسه 
ک جمله ( )ی ینت 


3 ۲ غلط است « بدا به ارزش درسسی < 


است و در نتیجه يك جمله معتبر است* 
(4) با استفاده از گزاره همیشه درست ( 14 جسهج1 )اجه ( وجس» ) وا 
توجه به جمله معتبر (۳) نتیجه م‌شودکه جمله زیر معتبر است : 
ی ۱ 


بدا براین جمله بر 7 »دی 7 دح ,6:۵ معتبر آست‌یعتی جمله ()آمعتر 


اسست ۰ 


۶ تمربر 
فرض کنید پرظ و + دو گزاره تما با مجموعه جهانی 0 باشند و [1 ع ۵ ۰ 
شان د هید که جملات زیر معتبرتد ۰ 


( الف ) (حسحت ۳ 1 
2 
(ب) 30ج رظ 
[ج ۱ مره ) 2 ها > ۷ ۸ 9) 
( د ( / 2۶ ط ) »2 جع خ 4 1 ۷۶ زگ 
2 2 2 ۳4 
( ه ) (ظ ٩‏ ۷ ظ)* ۷ 


(و ) پرظ 7 ۷ 52 3 


ار ) اه >( دسحت )۷ 


درستی جملات با بیش از يك سور 


فرض کنیم 9 يك گزاره نمای د و متغیره با مجموعه جهانی ‏ تا باشد ۰ 
(۱) جمله ۷:۷2 درست است اگر با قرار د ادن هر د و عصر د و 1 از 


مجموعه 1 بجای و ز در سبط يك گزاره درست بد ست آیسد ۰ 


مثلا" جمله ( + ۲ < ۷+ ] وی با مجموعه جهانی ظ يك 
جملمد رست است زیرا که با قرار د ادن هر دو عصر دج و طاز الط بجای ء«دو ۶ 
درگزاره تمای جمله فوق , گزاره درست ج + 2 ط ۲+ 2 پدسسست 
م آید * حال جمله ( 2۲ ) ج پا مجموعه جهاس 2 غلط 
است زیرا که مثلا اگر بجای بر نداد ۱ وپجای بز عدد ۲ را قرار د فیسم 


آنگاه گزاره غلط ۱ ۲ بد ست می‌آید * پس جمله ( ۰۶ ۲-۶۲ ) یدب 


به ازای هر جایگزیسی * و ۷ د رست نمی‌باشد و در نتیجه يك جمله غلسط 


است ۰ 


(۲) جمله م۳ 01۷ درست است اگر # اقل يك ج و لا اقل يك در ۱۱ 
وجود داشته باشند بطوریکه وقش بترتیب بجاید و در گزاره نمای ررپرظ 
قرار گیرند گزاره رد درست‌باشد * مثلا جمله( 2۱ از + ) 3:3۷ 


با مجموعه جهانی 2 درست است زیرا که مثلا" بازاء ۱ و ۰- ۷ گزاره 
تمای ۱ - ئّ + 2 بيك گزاره د رست تبد یل می‌شود * ول جعلسسسه 


( ۱- <یود ) بوعو با مجموعه جهانی 1 غلط است» زیرا که حاصل 
ضرب هر د و عد د طبیعی نی‌تواند يك عدد منفی باشد * پس وجود ند ار د 
و و ظ در ال بطوریکه با قرار دادن آنها بجای * و « در گزاره 
لمای ۱- - بید__ بل گزاره د رست بد ست آید و در لتیجسسه جملسسه 


( 2-۱ 2 ویر ) بتدج غلط است« 


(۳) جمله 


ظ یرت درست است اگر برای هر عصر 2 از که بیجسای 
»د درگزاره نمای 2 قرار گیرد وجود داشته باشد عصرط در تا 
بطوربکه وقش ط بجای ۷ در گزاره نمای ۳ قرار گیرد گزاره حاصل 
وج د رست باشد * مثلا جمله | وج ب۲د) بوج 


بامجموعه 
جهانی 2 درست است ۰ زیرا که برای هر د در 2 وجود دارد ط در 


2 ( و- عط )که وقتی دج و ط بتوتیب‌بجای + و ۷ درگزاره نمای 
مه < ۷+ 5 قرار گیرند گزاره ‏ ه < +2 يلك گزاره درست است ۰ 
ولی جمله ([ ب 2۲ ) وی با مجموعه جهانی ۵ غلط است * زیرا 
که مثلا" بازاء ۳<د عدد و در 2 وجود ند ارد بطوریکه تساوی ظ۲-۲ 
بر قرار باشد ۰ 


(؟) جمله ۳ 7 درست است اگر عصر ج در تا وجود د اشتسسه 

باشد بطوربکه وقتی 2 بجای « درگزاره نمای,ره ثرار گیرد , برای هتسر 

عصرط از نا که بجایز در گزاره نمای_ ,رت قرار گیرد گزاره حاصل وجظ 

درست باشد ۰ مثلا جمله ( ب < با جر ) روج ی 

22 درست است * زیرا که بازاء ه + برای هر ط در 2 که یجای ۷ 

درگزاره نمای ۷ < ب + +« قرارگیرد گزاره د < ظ +ه يك گسزار ه 

درست است * ولی جمله ( ود )روج با مجموعه جهانسی 27 

غلحد است » زیرا که صرح در 2 وجود ند ارد بطوربکه پرای هر ط در 

۷ اگر ۲ یجای « درگزاره نمای دید قرار گیرد گزاره د<د درست 
تشه ۰ مثل؟ می دالیم که گزاره 3<2 غلط است* 


خن 

یرظ ۱۳3۷ 9 بپپرظ تفاوت عد ه ای وجود دارد ۰ اگر جمله ررر0 2۷ 
درست‌باشد آنگاه بین بر و بر يك وابستگی وجود د ارد * بدین معنی که بسرای 
هر ]1 ج که وقتی بجای » در رت قرار گیرد عصر نا ء ط که به ج وابستسه 


است وجود دارد بطوریکه وقس د بجای ۳ قرار گیرد گزاره .9 درست 
است» مثلا اگر جمله (ه ‏ ۷ +« )روج با مجموعه جهانی 2 را در نظر 
بگیریم آنگاه بازا* 2۱ ب با قرار دادن ۱ب وبازا* <ء با راهن 
۲ - <ب ونیره گزاره ه - + تبدیل بيك گزاره درست می شود *هماتطو۶ا 
که ماه ره گیب مه انواب رس رازن هرت زگ اف اه 


0 


۳ بجی: درست باشد آنگاه بین >« و ۷ وابستگی وجود ند ارد ۰ شلد 


جمله ( بر + ید ) 3:۲ با مجموعه جهای 2 بازاء ه عد وبرای هر 


ظ از 2 که بجاي ۷ در اعد + بر ترار گیرد گزاره << ط + ه درست است 


در اینجا ملاحظه می شود که ه << بستگی به التخاب ۷ در 7 دندارد ۰ 


۱« تمریسن 
با در نظر گرفتن جملات زیر تعیین کنید که کد اميك د رست و کد اميك غلست 
است 
( الف ) ([ ۷ جید ) الاو . 21 
[ب ) ( با بد ] درا . 2 1 
(ج ) | ۷ ۶ ) 277 . 1۳ 
(د ) ( و + ۵+ ) 3۵ . 7 
( ه ) (. وود دس ۰2۸۷۰ )2۷ 8 


(و )  9(‏ ۰/۷ دس 0 2 > ۸۷ 2 > ) یداه 1۳ 


هما نطوریکه قبلا گفته شد اگر د رست بودن يك جمله بستگی به مجموعسه 
جهانی ند اشته باشد آنگاه آن جمله‌يك هميشه درست یا معتبر نامید ه می‌شود* 
مثلا" دیدیم که جصله (۷ < ۶ +» ) بممج با مجموعه جهانی 2 درست 


است در حالیکه این جمله پا مجموعه جهانی 1 د رست نمی‌بأشد ۰ بنابراین 
این جمله همیشه درست یا معتبر لیست» به مثال زیر توجه م‌کنیم * 


۲ - مضال 


گزاره تمای ربج با مجموعه جهانی ۷ را در نظر ‌گيریم * جمله زیر 


۷« ربپرظ ۷۷0۷ < بظ 32۳ 


این مطلب را اثمات می‌کنیم + اگر .. ر 
ارزش درستی <سسته جمله [ *) درست است * فرض کنیم روط 21۷ 
درست است * در ایلصورت ات ء ج وجود دارد بطوریکه بازاه 2-2 ۲ بسرای 
هر تا ء هد که بجای : قرار گیرد گزاره وت درست است * پس بسرای هسر 
ط که یبجای « درگزاره نمای ۳ قرار گیرد وجود دارد ‏ تا > 5 

بطوریکه بازا* ع- ۷ گزاره نمای چوزن درست است * بدا براین جملسسسه 


2 غلط باشد آنگاه بنا بسه 


رویط توتدت.. ‏ درست است * بنا به ارزش درستی جمحد جمله ( *) 
درست است ۰ مالدحظه می شود که درستی جمله ( #) بستگی به مجموعه جهانی 
ند ارد و در لثیجه يك جمله معتبر است ۰ 


۳ - قضیسه 


گزاره تمای روط با مجموعه جهای ۲ را در نظسر م‌گیریم *د رایدصور 
جملدت زیر معتبرند ۰ 


(الف) ( وبد) بوبرودستستته. ( و )> 
۷ ۷ 


(ب) . روط ۲) لاعد3< ۴ دوه 51۳۵ 
: دسسحه ۱( 2 
(ج ( ان 5 1۷5۷7 روط 4 


(د ) آيرظ د) تا دسسته. اررظ 1)3*8 


۶ ۷ - تسین 
۳ را اثبات‌کنیند ۰ 


؟ ۰ استتتاج و بحت معتبر 


معمولا هر نتیجه گیری مثگی بر يك سری مفروضات است * بحبارت دیگسر ۱ 

بيك بحث از مفروضای شروع ی شود و بيك نتیجه ختم می‌گردد « اثر جنانچه در 
يك بحث بفرثر صحت مفروضات آن , نتیجه آن نیز سحیح پاشد , آلگاه آنرايك 
بحث وارد می‌د انیم * بچند مثال زیر توجه م‌کنیم * در هريك از آين مالیا / 
رت توا قطاو قنیه ان کربافیه خط آمد ه اند - ۱ ۱ 
1 


( الف) ۱۲ يك عد د زوج است ۰ 


۲ بر عان. ۲ فابل قسمت ات۵ 


چون > ؟ بر ۱۲ قابل قسمت است پس ؟ بر 1 قابل تسمت است ه 
جون ؟ ۲ بر 1 قابل قسمت است پس ۶ بر ۲ قابل قسمت است ۰ 


حون ؟ بر ۱۲ قابل قسمت است‌پس ؟ ؟ بر ۲ قابل تسمت است « 


چون 0 يك عدد صحیح است پس ۵ يك عدد ئوبا است * 


چون ۵ يك عدد طبیعی است‌پس ۵ يك عدد حقیقی است» 


(د) سقراط انسان است ۰ 
برای هر + اگر »« يك انسان باشد آنگاه * فانی است ۰ 


سقراد. فانی است ب‌ 


( ه) برای هر + اگر » يك عدد طبیعی باشد آنگاه د يك عدد فرد است 
یا « يك عدد زوم است ۰ 
برای هر + اگر د يك عدد فرد باشد آنگاه يك عد د صحیح است"* 
برای هر بر اگر ۶ يك عد د زوج باشد آنگاه يك عد د صحیح است؛ 


او 


برای هر :> اگر + يك عد د طبیعی باشد آنگاه ۶ يك عد د صحیح أست* 


در هر يك از بحشهای فوق ملاحظه م‌کلیم که در صورت صحت مفروضا ت 
اشاره کرد یم می‌پرد ازیم * 


۱ - تعربف 
فرض کنید و۰۰۰۱ گزاره باشند ۰ 


( الف ) اگر در کلیه حالاش کدرم,...,رم درست‌باشند نتیجه بد هدکه و نیز 
درست است , آنگاه و را استتتاج ملطی رو,... ,رح می‌ناميم * 

(ب) اگر و استلتاج منطقی ,۰۰۰۰۰( باشد , آنگاه دتباله رظ,۶۰۰۰ظ 

و استتتاج منطق آن ب را يك بحث منطق يا يك بحث معتبرس‌نامیم * 
,۰۰۰۰ برظ_ را مفروضات و و را نتیجه بحث معتبر می‌تامیم و آثرا 

توسط نماد زیر نمایش م‌د هیم : 3 

۷ ۱ 


4 


۲ - مفال 

با توجه به تعربف فوق به مطالعه مثالهای ( الف ) الی ( ه) کسه در 
ابند ای این قسمت آمد ه آند م‌پرد ازیم * در هريك از مثالها نماد هایی بجای 
(الف) ۱۲ يك عدد روج است < 9 


در ایلصورت با انتخاب این نماد ها بحت بصورت زیر در ی آید : 


۳ 
جح ۲ 


۹ 


برای بررس معتبر بودن این بحث جد ول د رستی زیر را در نظر می‌گیريم : 


بدا به فرض ۴ د رست است * پس سطرهای ۱و؟ را در جد ول فوق در نظر می‌گیریم ۰ 
چون بدا به فرض جح و د رست است پس فقط سطر ۱ در جد ول فوق مورد نظر 
خوا هد بود و در این سطر ملدحظه می‌شود که بٍ یز درست است؛ بنابرایسن 


بفرض د رست بودن ۲و «سحه و که مفروضات بحث هستند , 4 لیز که تتیجسه 
بحت است , درست می‌باشد ۰ بنا به ۸۰ 72۱ ای استنتاج ملطقی و و و<سحد و 


و بحد زیر يك بحث معت است ۰ 


۳ 
۳ 


< 4 


ِ 
(ب) >؟۲بر ۱۲ قابل قسمت است « 2 
5 بر 1 قابل قسمت است < 
6 بر ۲ قابل قسمت است « 3 
با انتخاب این نماد ها بحث بصورت زیر در می‌آید : 
و دس و 
۳ 3 


مد ۲ 


برای بررس معتبر بودن این بحث جد ول درس زير را در نظر م‌گیریم* 


بنا به فرض و<سد وورسد ‏ درست هستتد * پس در جدول فوق فقسسط 
سطرهای ۱ ۵, ۷ و ۸ مورد نظرند » ملاحظه می‌شودکه در این سطسرشبا, 


<(س‌سیء 8 همیشه "د رست است ۰ بنابراین یحت فوق پل بحث معتبر است ِ 


(ج) ‏ ۵يك عدد طبیعی است < و 
۵ يك عد د صحیح است > و 
۵ يك عد د گوباست عد بو 
۵ يك عد دحقیش است < و 
در اینصورت بحث بصورت زیر در م‌آید : 
و خسحد ۲ 
جسسه. يپ 
تسد مز 
و خحح ۲ 
برای بررسی معتبر بودن این بحث می‌توان مانند روشی که در ثالهسای 
( الف ) و [ب ) اراگه شد ععل کرد و جد ول درستی وابسته به این بحسسث را 
تشکیل د اد * ولی بعلت بزرگی جد ول که دارای شانزد ه سطر می شود از روشد یگر 
که اثیات بوسیله برهان خلف نامید ه می شود استفاد ه م‌کنیم * در این روش‌فرش 
م‌کنیم که بحث معتیر نباشد و سپس بيك تتاقش می‌رسیم * پس نتیجه م‌گیریسم 
که بحت معتبر است۰ در مورد روش اثبات بوسیله برهان خلف در قسمت بعد ۳ 
درس بطور مفصل صحبت خواًهیم کرد ۰ 


اگر بحث معتیر نباشد آنگاه باید دح و ر تجد » و وجد ۶ درست 


باشند و وجسه و فغلط باشد ۰ در ایلصورت خوا هیم د اشت 4 
(۱) چون وجحه و غلط است‌پس و درست و و غلط است ۰ 


)؟) چون وجحد و درست است و بدا به (۱) , و درست است.پس ي درست است» 


(؟) حون و( رز درست است و بیا به (۲:)۲ درست است.پس 5 درست است »۰ 


(۵) با به (۱), ه غلط است وبدا به (؟) , و درست است* 


دتیجه (۵) يك تتاقض است » بنابراین فرش معتبر لبودن بحت فوق د رسست 
لیست و در نتیجه بحت معتیر أست۰ 


(د ) +« يك السان است ۳ 


پر 


« فانی است 


د رایتصورت جمله ۳ برای هر 2۶ اگر 2 يك انسان باشد ۳ آنگاه 2 فانی است" 
بصورت ۱ ۳ ۷ در م‌آید ب فرش می‌کلیم مجموعه جهانی وابسته به این 


از مجموعه 1 است و با 2 نشان د هیم , آنگاه بحث بصورت زیر در م‌آید ۰ 


9 


( دح ج)ر ۷ 
ی ۳ 


هه 


درست است پس مجموعه جواب گزاره تمای 9 برای مجموعه جهانسی 


یعس 1 است‌ و چون ‏ :2 پس , و هد و درست آست و در نتیجه _ به 


درست است , زیرا که ۳2 درست است ِ 


( ه ) يك عدد طبیعی است 


يف عدد فرد است عد ‏ و 


+ يك عدد زوم است تِ ۹ 
فّ دح 


» يك عدد صحیح است 


ت‌ 


در اینصورت بحث بصورت زیر در می ید : 


ِ تس جحت ۲ و 
(وجسسس )۷ 


رت مس ) 9 


( و« 9) ۱۷ 
فرض کفیم مجموعه جهانی وابسته به این بحث مجموعه اعد اد حقیقش بعنشی است 
و نشان می‌د هیم که این بحث معتبر است * برای اینکار مانند بند (ج اازروش 
اثبات بوسیله برهان خلف استفاد » می کنیم ‌ فرض‌کنیم که این بحث معتبر نبا شد ۰ 


در ایتصورت [ بط ۷ ۳ )۶ , [ سح ) ۷۶ ۳ و ت‌ 


درست هستند و [ و<سصح و ) »اغلط است ۰ در اینسورت خوا هیم داشت : 


(۱) چون ([ سح ۷ غلط است پس رل وس ۵ ) و دی لته 
1 2 وجود د ارد بطوریکه وحم غلط است 5 
(۲) چون ( ۷ رو سس 3 ] * ۷ د رست آست پس لس رصح 19::) رجف 


1 پس روحصصدیه درست است ۰ 


۲۱ چون ( ری سس ل) ۲ ۷ درست است پس ع وحم ,] و چون 


5 ۵ پس ره < 4 درست أست ۰ 
)1 چون ( بو هي ۲) درست است پس 5 جح ) و چون 1 » ۵ پس 


روسحرد درست است ۰ 


6۱ پنا به )۱ جون ره جر غلط است پس ر 5 درست و ,و غلط است ۰ 
)1 بئا به (۳) چون و جس. د رست است و بنا به (۵) چون ره غلط است پسس 
غلط است ۰ 


(۷) بنا به (۶) چون ۲ د رست است و بنا به (0) چون 8 غلتك است 


پس رد علط است ۰ 


(۸) بدا به (1) و (۷) ره غلط است و بدا به (۲) چون -<۷ و حد رست 
۵ 4 4۵ 


است پس و غلط است ه 


غلط است ۰ 


 ,)۸( بدا به (0) , یعم درست است‌وینا به‎ )٩( 


نتیجه )٩(‏ يك تناقض است * پس فرض معتبر نبودن بحث درست نیست و 


در نل جچه بح ۱ ۳۳9 


۳« تمرین 
کد اميك از بحشهای زیر معتبر است ؟ 


( الف ) اتشوکت 
وب جسد و 


1۹ 


(و )»وس و 


18 


فرض کلید ۳ و 9 دوگزاره نما با مجموعه جهالی 0 باشند و ۷ 3 
نشان د هید که بحشیای زبر معتبرند ۰ 


( الف ) و 4 (ج ) ( رودسح() * ۷ 


بط * 1۷ (۰< بط 1) ۶ 7 


( وحسص 2) ۷ 


[ ی 8 ۹4 


۵ - قضیه 


فرض کدیم که ۳۳ و ٍ گزاره باشند ۰ در اینصورت بحث 


تی ۰۰ ی | که 


منحه ب۵۸ 


تفر ات کر وفقط آگر جمله سره ۸ : ی ۸ج همیشه درست سا 
معتبر باشد ۰ 


یات : ۹ 


فرض کلیم بحث که نا بحث(۱) ینام متیر است و انس رهم 


که چمله. و محر« ۸ ۸و که آنرا جطه (۲) می تنم معتیر است + اکسر 
یکی از گزاره های . رد.۰ 8 برع فلط باشد , آنگاه ,۸5 شخ هر 
" است‌و در نتهجه بل به ارزش درستی سب , جمله (۲) د رست است «اگرحمه 
گزاره های رم ...ی «د رست با شند *آنگاه چون ات ۱ تخر سار قوضت 
ا ست ود رهنهجه جمله (۲ )اد رست است *بنابراین جمله (۲ ايك جمله معتبری باشد ۰ 
برعس فرني» ي‌کنیمکه جمله (۲ #معتهراست ونشان می د هیم که بحث (۱ معتبراست؟اگر 
هه گزارههای ۲,...., ۶ د رسب اشند , آنگاه ,۸ ۰.. ۸,«نیزد رست است*چون 
جهلو (۲ #سههراست پس و درست‌است «بنابراین بحث (۱عتبراست ۰ 
. حال بااست‌هاده ازگزاره هميشه درست ( ج و مو چ ه) جه(و چهم) نتیجه می‌شود 
که ببقه(۱ آمعتهرا ست اگر .وفق اکرجمله (۲ عتبرباشد ۰ 
ای بسساس <2 
تفت له باه از اصول و قتایای ریاض د انسته شسده 
مانند ۳۰۰۰ جارتست از د نباله ای از گزاره ها مانندر۰.,5 جک که درا ن فحره 
(یعی آخرین گزاره ساوی : است) وبرای هر .در (1:۰..,8) و5 مساوی 
یکی از گزاره های (ظ, ۳,۰۰۰ است یا > رای توان از و۰..,5, ,> نتیجه گرفت 
"درحالت خاص روباید یکی از گزاره های 8۰۰۰8 ,باشد وم 5 باید یکی از 
گزاره های رحن...,( باشد یا نتیجه ای از ,5 و الاآخره 
در این قسمت به بیان و بررس سه دوع استدلال که در ریاضیات بطور 


متد اول از آدها استفاد » می شود می پرد ازیم * 


آبتد | بیان دومثال م‌پرد اژیم : 


۱ - مثال 


جمله " برای هر عدد طبیعیر رد وپاید زوجم است " را در نظر می گیریم 
و آدرا بطریق زیر اثبات می‌کلیم * .. 

(۱) عدد طبیعی :< يك عد د زوح يا يك عد د فرد است ۰ 
(۲) اگر »د يك عد د زوج باشد .آنگاه مید انیم که عدد ۷ وجود د ارد بطوربکسسه 


۲<: ودرتتیجه داریم : 
, 


( رو چال ۲)۲ لجال وج ولد 


پس. پر + یر يك عد د زوج است* 
(۲) اگر يك عدد فرد باشد آنگساه می‌د انیم که عدد ۲ وجود دارد بطوریکسه 
۱ سب ۷ ۲ 2 + و در لتیجه د اربم ّ ۱ 


۷ آمو ۲) ؟ - ۱ - و۲ +ا+ یتآ 4  -‏ ید 


نب ور + آیر يك عدد زوم است ۰ 


13 برای هر عد د طبیعی : عد د نب روج است۰ 
در مثال فوق اگر گزاره نماهای " < يك عدد زو است " , " »د يك عد د فرد 


۳ ۷ او ۰ بل 
است " و " > + د ايك عدد زوج است " را بترتیب‌با :۹ و بط 


نمایش د میم آنگاه اثبات فوق بصورت بحث معتبر زبر در می آید ؛ 


لب ۷ +2)* ۷ 


( ۲ <ح .نز ) »ز ۲ 
< وله 26 ۷ 
مر پر ۲ 
۹ 


البته اثبات معتبر بودن بحت فوق ۳ بعید ه د الشجو واگذ ار مس لمائیم * 
در ۱۹9 م د انیم که مفروضات ( یه ۷ب ۱۷۶۱( تسس( )۲ و 
) بسح ) ۷ با مجموعه جهاسی د رست شستاد و از معتبر بودن سجسستت 
فوق لتیجه می شود که ره ۷ درست است۰ 


۲ هم متال 

فرض کنیم ۵ يك زاویه محاطی دایره 6 باشد « جمله " اند ازه ۵برابر 
تصف اندازه کمان روبروی ۵ است " را در نظر می‌گيريم و بطریق زیر آترا اثبسات 
می کنیم * سه حالت‌را در نظر می‌گیریم ۰ 


( الف ) مرکز دایره ۵ داخل زاوبه 6 است » در ایتصورت با استفاد ه از شکل(۱) 
می‌,توان ثابت‌کرد که اندازه ٩‏ نصف‌کمان روبروی آن است» 


شکل (۱) 


[ب ) مرکز د ایره ‏ روی یکی از اضلاع‌زاویه ۵ قرار د ارد * در اینصورت با توجه 
به شکل (۲) می‌توان ثابت کرد که اند ازه 0 تصف‌کمان روبروی آن است ۰ 


شکل (۲) 


(ج ) مرکز دایره » خارج زاوبه ۵ است » در اینصورت با استفاد:ه از شکل(۲) 


۱ 


۱ ونر 
البته در هر يك از حالات فوق از این مطلب که ْ اند ازه زاویه«د ر د ایره 


0 مساوی اند اژه کمان ریپروی آن است* بعلوان يك دالسته استفاد ه 


می شسسود ۰ 


عال اگر دار ۱۶3۰۱ جملات 7 مرکز د ایره 0 د اخل زاوبه 8 است ۲ 
" مرکز دایره > روی یکی از اضلام‌زاویه ٩‏ است " , " مرکز دایره » خسارج 


زاویه است * و 5 اندازه زاویه 0۵ نصف کمان روبروی آن است " را بترتیسب بسا 
و برع و 5 نمایش د میم , آنگاه اثبات فوق بصورت بحث معتبر زر 
در آیند ۰ 


ط بای ۷ 8 
ورد ۲ 
ورسه و 
وچسحه ۲ 


مانند مثال قبل اثبات معتبر بودن بحث فوق بعهد ه دالشجو است در 
۱ سم د انیم که مقروضات ۶ ٩۷‏ 2۷ ,و <د و , وی و وج 7 د ر 
هند سه مسطحه اقلید سی برقرارند و از معتبر بودن بحث فوق نتیجه ص شود که 
برقرار است ۰ 

در اثبات ۱۰۵۰۱ و ۱۰۵۰۲ ملاحظه می‌شودکه در هريك از این‌شالها 
کلیه حالتهای مختلف در رابطه با جمله ای که باید ائبات شود در نظر گرفتسه 
شده اند و سپس جمله مورد نظر در هريك از حالتهای مکده اثبات شد ‏ است ۰ 
بطور کلی برای اثبات هر جمله ای که لا زم باشد آنرا در حالتهای مختلف ثابت کنیم, 
ابتد | کلیه حالتهای مختلف در رابطه با جمله مورد دظر را شناسامی می‌کنیسم و 
سپس آن جمله را در هريك از حالتهای مکده اثبات م‌کنيم * این نوع استدلا لرا 
اثبات بوسیله حالات‌ص تامیم * بطور کلی اگر برای اثبات جمله 5 لازم باشد کسه 
حالت مختلف را که با ۱ ۰ 9,۰۰۰۰نشان می‌د هیم در نظر بگیریم , آنگا ه 
آقبات بونیله عالات بصیرت بت معصر تیر آنساه 


۱۰9۵۰۲ تعیین 
ریک آر جمالات زیر زا عسط اقا له اون ای که 


( الف) اگر د يك عدد طبیعی باشد آنگاه ۱+ + پر يك عدد فرد است ۰ 
(ب) اگر « يك عدد حقبقی باشد آنگاه |« | * | . 


(ج ) اگر « يك عدد چقیقی باشد آنگاه (عع اعد . 


( برای هر عدد حقیقی > داریم ۱ > . 


( م ) اگر باقیعانده تقسهم عد د طبیعی « برعدد ۲ مساوی ۱ بباشد آنگاه 
عدد دج برعدد ۲ قابل قسمت است ۰ 

را 
(را هنمایی : حالات مختلف بر حسب باقیماند ه تقسیم ند د « بر ۲ درنظسر 
بگیرید ) ۰ 
(و ) اگر « و ۷ اعداد حقیقی باشند , آنگاه ۱ || ند . 
( رامنمائی : حالات مختلف عبارتند از : 


۱ ۳ 


رمچررج0کن ۷ (0کررم مج ۷ (0صرح مک ۷ ما0 


اثیات بوسیله مثال ناقض 
ابتدا به مثال زیر توجه می‌کنیم :: 
؟ ۱۰ - مثال 


2 
جمله " برای هر عد د طبیعی >« , عدد ۱+ ۲ يك عدد اول است ۲ را 
در نظر می‌گيريم * این جمله يك جمله عمومی با مجموعه جهانی ال است ومی دادیم 
در صورتی درست أست که مجموه چواب گزاره نمای . عد د اول است * 
مساوی ال باشد * پس برای اثبات ظط‌بودن این جمله کافیست ین عد د طبیعی 
1 
وجود داشته باشد بطوریکه + يك عد د اول نباشد » برای عد د ۵ داریم : 


۳۹ 
۲ ۱ب‎ 2 ۲ +۱ 2۲ ٩۹۲۱۷۲ ۱۷ > ۶ ۷ 


۲0 » 
بدابراین عدد ۱+ ۲ يك عدد اول نیست * اگر گزاره نمای " ۱+ ۲ يك عد دداول 


1 
٩ ات‎ 


را با .ج نمایش‌دهیم , جمله فوق بصورت ,۷ و بحث‌بالا بصورت زیر 
زین ایس : 


2۳ 


1 ۷ 


مثال م تا غلط است , زرا که رک يك عدد اول نیست و در نتیجه جملسسه 
,۷۳ غلط است» عدد ۵ رايك مثال ناقص‌برای جمله عوی_ فوق می‌نامیم ۰ 

بطور کلی اگر پرظ يك گزاره نما با مجموعه جهاتی 1 باشد , آنگاه ترا 

بحلوربکه 2 غلط با اینگه 1۳ درست باشد » عصر چ يك مثال ناقس برای جمله 


۱ ۳ 2 71 این بحت يك بحث معتبر است» در ان 


عوس بر ۷ می‌باشد * این روش اثبات‌را , اثبات بوسیله مثال داقص‌م‌نامییم * 


با ارائه يك ثال ناقص ثابت‌کنیدکه هريك از جملات زبر غلط هستند : 
[ الف ) برای هرع د طبیعی: , اگر * فرد باشد ‏ آنگاه اد ژوح است» 
(ب ) برای هر عدد طبیعی », « را می توان بصورت مجموع د و عدد اول نوشت» . 
اج ) اگر ۸ , 3و 6 سه مجموعه باشند آنگاه 6 -( ظ -2۸ اد( 6- 8)-ظه 
(د ) اگر 2 , 2و 6 سه مجموعه باشند آنگاه ( 2۵لا 6۵۸ (2 )لا ( )۵ ۰ 
( ه) اگر ۸ , ظو 6 سه مجموعه باشید آنگاه ( 48 )6۵ > (ظ< )۵ 
(و ) اگر « , و 6 سه مجموعه باشند آنگاه 8۱ ام -(ه مد ( 2-۵ )۰۵ 


2۱۱ _تمیین 


فرض کنید 2 , ظ و سه مجموعه باشند بطوریکه + نی , 6 ب 2 6 ظ و 
مر +« با اراشه متا ل تباث جملات ژبر را ثابت کنید مجمویه جهانی وابسته باین 


( الف ) ((ظ ب د) - رح ن ر) 


(۸-8) نب 2 )۷ 1 


(ب ) ((8- بر ) لا (2- بر ) (2 بل خ) - )۷ 1 
يك تاقض گزاره ای است‌که مستقل از ارزش درستی اجزا* تشکیل د هتد + 
آن هميشه غلط باشد ۰ مثلاگزاره 1 ۳۸ با توجه به جدول زیر هعيشه غلس 


است + 


5 ۳۸ | 18 ظ 


پس ۱8 8۸ يك تناقض يايك جمله متتاقض است 
درست‌بودن 15 بيك جمله متنأقض مانند ۵ ۳۸ ص رسیم که درآن ۵ شسسر 
جمله ای است‌که م‌تواند , ت , يك اصل , يا هر قضیه ای باشدکه قبلا ابسات 
شد.ه است» اژ این روش اثبات قبلا در بخش ؟ ۱۰ استفاد ه شد ه است ‏ برهان 
خلف را می‌توان بصورت بحث زیر بیان کرد : 

و 1 او جسعحت و7 


ود اوه 


8 


در ۱۰۲۰۲ بند (و ) ملدحضه شد که پحث فوق يك بحث معتبر اسست ۰ 
پس برای اثبات‌يك جمله بوسیله برهان خلف , ابتد! فری می‌کنیم که نف‌آن جمله 
درست است و سپس با استفاد ه از این فرض و مطالب مربوط به آن جفش بیك صانتی 
میرسیم و لتیجه می‌گیريم که آن جمله درست است "اثبات بوسیله برهان شلسسف ۰ 


مقحه ؛ ۶۶ 


اثبات غیر مستقّیم نیز نامید ه می‌شود * به چند مثال زیر توجه می‌کنیم * 


٩‏ - مثال 
جمله " برای هر عدد طبیعی ‏ اگر اد زوج باشد آنگاه زوج است" 
در نظر می‌گيريم * گزاره نمای " اگر "د زوج باشد آنگاه بد زوجح است " را با برظ 
تمایش می‌د شیم ۰ در اینصورت جمله فوق بصورت ۷ در م‌آید * میخوا هیم 
)۱ فرض کنهم که این جمله غلط است» در اینصورت يك عدد طبیعی مانند 3 وجود 
دارد بطوریکه ‌ زوح است و 2 روج لیست یعلی 2 فرد است ۰ 
۲ چون ۵ فرد است پس عدد طبیعی ط وجود دارد بطوریکه ۱- ۲ ۲<د در 
اینسورت ۲+۱ )۲ ۱+ طع ظ ع ع او 
و در نتیجه آه فرد است ۰ 
(۳) بنا به (۱), "۵ زوم است‌وبنا به (؟), * فرد ميت * 
در اینصورت جمله (۴) يك تتاقضی است » پس جمله اف درست است۰ 
اگر جمله ۳ زوح است " را با نمایش د هیم آنگاه استدلا ل فسوق را 
می‌توان بصورت زیر نوشت. : 


و 1 1۸ تسس ۲۵ 1 


۷ 


۷ -م مقال 


جمله " نسبت اندازه ضلح‌يك مربح‌به اند ازه قطر آن يك عدد کسری نیست " 
را در دثار می‌گيريم و آنوا يا 2 نمايش می‌د هیم * با در دظر گرفتن شکل زیر فرض 


یسیو رو ون رپ پپ وی 


کنیم آند ازه ضلح مریم مساوی و اند اژه قطر آن مساوی باشد ۰ 
3 


تٌ 
: 2 

۱ 

1 

1 


۱ 
۳2 
۱ ۱ 


ییحی لا 
د رست بودن جمله ۰ ر توسط برهان خلف اثبات می‌کنیم * 
(۱) فرض کنیم جمله ج غلط است» در اینصورت «/2 يك عدد کسری است و در 
نتیجه اعداد طبیعی مانند 7 و ظ وجود د ارند بطهربکه ۷ 2 2/۲ 
در ایدجا می‌توان فرض کردن که ۰" و 7 تسبت بهم اولند ۰ 


2 


(۲) بدا به قضیه فیثاغورث "رد ‌ 9 و در نتیجه * د اج ۰۲ د ر 


۹1 


۳ ۳ 
و در لتیجه پس « زوج 
۵ ۲ 
است و بدا به ۱۰۵۰۲ , ۰ زوج است » پس عدد طبیعی ۶ وجود دارد 
بطوریکه ۲1 عج ودر نتیجه ؟ «پس ۵۳ 1۳2۲ ؟ ودر 


نتیجه ً"» 1 ۲ بدابراین زوج است و بنا به ۱۱۰۵۰۲ ۳ زوج 


است * پس « و «دارای عامل مشترك ؟ می باشند ۰ 
بدا به (۱), 17 , ه تسبت‌بهم اولند و بدا به (۲۱),» و 2 دارای عاسل 
مشترك ۲ هستند ۰ 
در اینصورت جمله (۳) يك تداقض است ۰ پس جمله م درست است ۰ اگرجمله 
۳ و « تسبت بهم اولند " را با ٍ نمایش د هیم آنگاه استدلال فسسوق 
بصورت بحث زیر لوشته می‌ شود : 

1 ۸ و جسحه 1 

۱ 


۸ - مثال 


جمله " برای هر عدد حقیقی * و هر عدد حقیقص ۷ اگر < گوبا و ۷ ام 
باشد آنگاه نز +* اصم است " را در نظر می‌گیریم * اگر گزاره نمای ۲ يك عدد | 


گوباست " و ۷ يك عد د اصم است " را بترتیب با 9 نمایش د هیسسم 


آنگاه جمله فوق بصورت ) ربب م۹ هب۳ ۱ ۹27 در می‌آید » بوسیله 


)۱ فرض کنیم که جمله غلط باشد ۰ در اینصورت اعداد حقیشی د و ۲ وجود د ارند 
بطوربکه 2 تویا, 5 اصم و د ج+ج گوپا است* 


(۶) چون 2 وط + 5 اع اد گوبا هستند پس اعد اد صحیح 3 
وجود د ارند بطوریکه ژنعج و جربع در اینصو رت دید عط و 
1 درد - ۳ 0 3 
در لتیجه و 17/1 << چون ۳ظ 7 و زه اعد اد صحیح 
هستد پس ط يك عدد گوباست ۰ 
(۳) بدا به (۱),.ط اصم است وبدا به (۲), ط گویاست * 
جمله (۳) يك تتاقض است و در نتیجه جله (رب۹حیر ۹ 9۸] ۷38/۷ 


درست است» استدلا ل فوق را می‌توان بصورت بحث زیر لوشت : 


7 ۸ رو جسحه ) تاو 4 )۰۷6۷۷ 


(ررب و +سصص 1 ۸ ۳) ۷*۷۷ 


۰٩‏ 7 تمرین 


(الف ) اگر م يك مجموعه باشد آنگاه چٍ 2 ۸ هچ » 


(ب) گزاروروجس جسم) ج و) <«سسد (وصد رم ی و و) همیشه درست است ۰ 


اج ) ۷ يك عدد | م است* 


(د ) برای هر عدد حقیشی « , عدد دس ۷ اهحم است‌یا عد د ۶ ۷ 
ام است ۰ 
( ه) برای هر عدد لبیعی , عدد طبیعی و زوج ا وجود د ارد بطوربکسه 


بر < و ۰ 


( و ۱ برای هر عدد طبیعی 4 و عد د دلبیعی و فرد وجود د ارد بطکوریکسه 
۶ < ۷ هه :۰ ۱ 


(ز ) دريك صفحه اقلید س دو خط ج وط و مورب ه را که در شکل زیر نشان 


داده شده‌اند , در تلر بگیرید ۰ 


اگر زاوبه » مساوی زاوبه 8 باشد, آنگاه دوخط م و ۲ یکدیگر را قطح 
نی کنند يا بعبارت دیگر موازبند * برای اثبات این جمله م‌توانید از جمله 
۳ مجموع زوایای داخلی يك مثلث مساوی ۱۸۰ درجه است " استفساده 
ب 

۰۲ - استقرا ربا ضر 

ریاضی تامید ه می شود , بیان م‌کنيم * در بخش ۱۰۵, دیدیم که مريك از روشها" 

اثباتی که بیان گردید , بستگی به مجموعه جهانی وابسته به جمله مورد نطسر 


به آنها مجموعه جهانی (0) ٩‏ 1- ,ال يا مجموعه جهانی مناسین وابسته است 
بکار برد ه می شود ۰ 
جمله عوس ‏ ۷5۵ با مجموعه جهانی وال را در نظر می‌گیریم *مطابق 


و (۱) 
۱۳۷۰۹۵ 


و از اثبات جملات (۱) و ۲۱) جمله و۷ نتیجه گرفته می‌شود * بعبارت دیگسر 
بدا به روتی اثبات بوسیله استقرا رباضی بحث زیر يك بحث معتبر است ۰ 


10 
لیب ظ )۷۸ 


۷2 


رم را پایه استقرا و ( رح مس و)عب را گام استقرا می‌نامیم + معتیسر 


بودن بحث فوق را ی‌توان بطور شهود ی بصورت زیر شرح داد : 


فرش کنید که پایه استقرا و گام استقرا یعس و و( برد .و اه 


را اثبات کرد ه ایم * جون گام استقرا درست است پس مجموعه جواب‌گزاره نمسای 


تب ۲ مساوی و است ۰ پس گزاره زیر د رست است ۳ 


رد سوه | 
چون پایه استقرا یعس و8 درست است‌پس بدا به ارزشن د رستی جحد, رو د رست 
است * بطربق مشابه گزاره زیر د رست است : 
ی 


۷۲۱ ۶ 


م‌شودکه برای هر . ه مب رت درست است* 


۰۱ -م مثال 


و۱ 3 ۹ 
جمله عوی ([ ۱- ظ ؟ < ؟ ) ۷۲ با مجموعه جهاسی ۳ را 
در نظر می‌گیریم * گزاره نعای ۱- ن ۲ < ۲ رابا ره نمایش مد هیسیم 
و جمله روت را بوسیله استقرا ریاض اثبات می کنیم * برای اینکار نشان می - 


د هیع که و و | ۱ بط حسته 8 ) ده دازست هستند ۰۰ 


پابه استقرا 


چون ( سا و ۷ ۲ ات و2۱ ۲۶ پس درست است» 


فرش کنیم ۱- و ۲ و" ۲ برای عد د طبیعی د لخواه‌«د رست است»نشان 

1۳۱ 
می‌د هیم که ۱( ۱+ ؟ < ۲ نیز د رست است» می د انیم که برای هسر 
۴ در 2 داریم ۲ و رف یا ادن اه ۲ج وی ۳۳ 


12 1 
۲+ (۱- ور؟) < ۲ب ۲ 
| +11 ظ 

۱ (5+۱)؟ د< ۲ ۲۶۲ 


۲ 


۱ : ظ حعیط 
بتابراین برای هر ج با فرش رو , ۱+" نتیجه شد * پس جمله (2۱ )ظ۷ 


درست است * پس و :اد رست آست ۰ 


دا جر ی +۲ +۱ اوه با مجموعه جهانی وال 


28 ۷ لمایش د هیم * این جمله را توسط استقرا 


پس و۳ درست است ۰ 


برای عدد طبیعی د لخواه ظ فرش کنیم بط درست است و نشان می‌د هیم 
که ۱+ و۴ درست است * به طرفین محاد له رظ عدد ۱+ را اضافه م‌کلیسم* 


در اینصورت د اریم : 


1 ۲ 
رای هی ۱۳۱ میت ع(۱ جو) + للگ لد - (۱+ه)+ ه +۰ ,+۲ +۱ 
1 


پس ۱ + درست است" بدابراین جمله ( ۱+ ۷۳۱۳ درست است » پس 


3 


ظ ۲ درست است ۶ 


استقرا ریاغی با پایه صفر 


بحت معتبر بر را که برای اثبات جملات ۱۰۲۰۱ و ۱۰۲۰۲ بکار بسرد ه 


شد استقرا ریافی با پایه صفر می نامیم » ؛ ۳0 
محر ۴ برب 
ا ۳ 


5+۱ ) 


خ ‏ یس سر ی رح اد ی ی مس وت مت وس و تا ای وس و سیک سس سا اس وی سس وا وی اس سوه اس تسیا اب هخا سس ادص موه سید 


استقرا رباغی با پایه_:« 


معکن است اتفا بیافتد که ب 


يك گزاره نما مانلد ۳9 با زاء جند عد د دلبیعی 
غلحط باشد ولی بازاء همه اعد اد طبیعی بزرگتر یا مساوی عد د معینی مانند ‏ د رست 
باشد ‏ در چنین حالی برای اثبات جمله عوس (وج ) «ددت که درآن « 


عد د دلبیعی معینی است , ابتد | ثایت می کنیم که جمله مرط درست است و سپس 
نشان می‌د هیم که مله ۱ ۱+ط ۳ 


5( < ۷۲ درست است ‏ این بحث را 


(زسد 
روبع هد ۲ 


(رط) 7 1 ۷ 


بحث معتبر فوق استقرا رباض با پایه " نامیده م شود * در این بحث بط پایه 
استقرا و ( 5+۱ 29 0 ۷ گام استغرا تامید ه می‌ شود » به مثالهای زبسر 


توجه سی کنیم * 


۳ - مثال 


2 ۱ 
گزاره نمای ۱+ ۲  <‏ ۲ را در نگر می‌گيريم و آترا يا ر۵ نمایسسش 


م د هیم * مادحته می شود که اين گزاره نما بانا* ۵ 12 و ۱ ظ و82۲ 
غلط است و یعنی و8 « ۱ظ وعظ غلحط هستند ۰ ولی بوسیله استقرا م توان‌ثابت 
کرد که جمله ( 8 ۲ < 7 درست است ۰ ایکار را در زیر الجام می‌د هیم * 


بازا* 2-۲ داریم ۷-۲۲+۱< ۸ - 


فرش کدیم که برای عد د د لخواه ۲ << , د رست است ۰ ان 


مفحه : ۷۴ 


کر 
می‌د هیم که ۱ + وظ درست است » برای هر 201 ۶ می د انیم که ۲ دا ۰ 


حال م و ۲ را بترتیب بحلرف چپ و بدلرف راست نامعاد له # می‌آفزاییسم . در 


: ۰ 8 
اینصورت د اریم : ۱+۲+ ۲8 < ۲+۲ 
۲ ۱+ 
3 ۱+ )؟ < ۴ 
.۲ جح 
پس ۳+۱ درست است و در نتیجه جمله (۱ بط ظ ۲ ۷۶ درسست؛۰ 


بدابراین جمله ( ۳ ) ۲ < وت درست است * توجه ص کنیم که اسنقرا بکار 
برده شده در این مثال اسنثرا با پایه ۲ است۰ 
۶ ۰ - مثال 


۲ ۱,۹ ۳ 
گزاره تمای « < ۲ را در نظر م‌گیریم و آنرا با بظ نشان می‌د هیسم * 
در اینصورت د اریم : 
۰ 


بازاه ه هد , و درست است , زیرا که ؟ ه عه < ۱ع" ۴ 
بازا* ۱ < ظ « 2 درست است , ژیرا که | ۱ < ۲ ؟ 
بازا* ۲ ظ ء رط غلط است , زیرا که ؟ < >؟ # ۶ ۲ 
ل ۲ 
بازاء ۲ < و ب .9 غلعل است , زیرا که ۳ ۶ ٩‏ #۶ رد ۴ 
۲ ِ 
بازاه ؟ - و« , و فلط است , زپراکه > < ۱ ۶ ۳-۱۱ 
2 


ل 0 
بازاه ۵ < و ,و ر درست است , زیراکه ۵ - ۲۵ < ۲۲ تب ۲ 
3 


۲ 
بازا* ۱ 2 ج  ,‏ ط درست است , زیراکه ٩‏ 2 ۳۱ < 211 ۲ 


بنظر می آید که گزاره نمای ۰ بازا* هر عدد طبیعی بزرگتر یا مساوی ۵درست است. 


۴ ظ 
د ر واقع بوسیله استقرا ریاض نشان می‌د هیم که جمله ( ۵ < ۲ )| ۵ 3 ۷ 


درست است ۰ 


در با دیدیم که مظّ درست است ف 


گام | ستتقوا 


برای عد د «لبیعی د لخواه 0 ۲ فرض م کنیم که ۸ یعلی تامعاد له 


« ۳ درست‌باشد ۰ دشان مس د هیم که ۱ +وظ یعتی تافعاد لسسسسه 
12 
۲ درست است * بنا به ۱۰۲۰۲, پرای هر ۲ <ه , 


3 
۱ 

< ) 2+۱ ۴ 
۱ ۱ ۲ ۱ 

۱ ۲۸ <۲ ۰ حال ‏ ۲ را بطرف چپ و ۲۶۸+۱ را بطرف راست نامعاد له 


۰ 
1 می افزائیم * در ایلصورت د اریم : و نیع کج 


۰ ۱ 1 
یا ( ۱+ ) < ۳ 


ظ و سح ۳۲ 
پس ۲۱+ درست است و در تیجه چمله ( ۱+ ظ . ) ۵ < ۲ درست 


آست » بنابراین جمله ( ) ۵ < ۰ درست است * ملاحشه می کئیم که استقرا 
بکار برد ه شده در این مثال يك استقرا با پایه ۵ است ۰ 
۵ - مثال 


[۱ 
جمله " برای هر ظ مجموعه توان هر مجموعه با < عصر دارای ۲ 


نمای " مجموعه توان هر مجموعه با ج عصر د ارای 2 م عصر است " را با 
نمایش می د هیم ۰ 


صلحه : ۷۶ 


پایه .استقرا 


اگر ه 2 و مجموعه مثلا 2 دارای صفر عخصر باشد یعنی عصر ند آششه 
باشد آنگاه ۵ ح بر و در ایتصورت (۵) ع( چ ان و در نتیجه ([ ۵ )سن 


دارای ۱ < ۳ عنسصر است * پس ۳ درست است ۰ 


گام استقرا 


غرض کنیم که 3 درست باند بعلی مجموعه توان شر مجهوعه با 0 عتصسر 
دارای ۳ عصر است* شان می د هیم که ۱ + بط درست است ۰ برای ایلنار 


فرض کنیم ۸ يك مجموعه با ۱ 1۲۳ علصر با شد و دشنان می‌د هیم که [ 2 اس دارای 


۳ عنصر است ۰ 


جون وال ۶ظ و 2 دارای ۰+۱ عصر است‌پس هد ۰ فرنن کلیم 5۸ . 
مجموعه (ج) - 2 < 8 را در نظر می گیریم * در اینسورت رون است که و دارای 
عصر است و در لتیجه 91 )1 فداراق علصر می‌باشد ۰ مجموعسه ۵ را 


بصورت زیر تعریف س کنیم ؛ 


۰ 
1 


زر(ج) لا رز وم (۵) 6 <) 3 


ی 


1 


((6:0)۵ د , (ع) ۰۱ <) 
در ایتصهرت‌بازا* هر (8 )۶ 4 ۷ (۱)۵ << ۷ يك علصر 6 أست و برعس‌بازا* 
هر 0 ۲ بدا به تحریف 6 , ۲/8۱ ۲۰ وجود دازد بطیربکه (۱)۵< 2 زا ۰ 
پس نتیجه می شود که تعداد عاصر 6 مساوی تمداد عاعر 9۱ )0 یمس *؟ 
است ‏ از ساوی (ج) - 2 <8 نتیجه می‌شودکه [۵) ۷ 8 2 ۸ *حاأل‌نشان 


می د هیم که 6( )۱ <(۸ ۱ * فرتن کنیم ( 2 انا , یعلی ‏ ۷6۸ * 


در اینصورت بر ءج یا وج » اگر بو د آنگاه 72 یعنی(ظ )760 ودر نتیجه 
3 )۵ > ۷ب « اگر باعج آنگاه وو(ج) - ب < <وبنابه تعریف د اریم 


6 > (ج) لا < < ۷ و در نتیجه » لا( 048 ۲ * حال فرض کنیم ۰( ]۰۰ 
در ایتصورت ([ 48 ۲ یا > »۷ ۰« اگر (8 )»۷ آنگاه 8 و در لتیجسسه 
هو یعس 2۱ )۰6 اگر ۷6 آنگاه (6)58 ۲ وجود دارد بطوریکه 


(م) لا * - ۷ * چون > پس 2 «و چون و تسین 
2۸ (۱۷!)۵ ۷< < ۷ و در نتیجه ( 0۱ ۷ + بتابراین مد ([ ۵)5 -(۸)م 1 
همچدین نشان می د هیم که ۵ < 6۵۱5۱۱۲۰ 1 7[ از 
برهان خلف ثابت مس کلیم ۰ فرض کنیم ۵ ی ]۲ (۵)۵ و 6 8۲0 ۷6 *د رایتصورت ‏ 
(و )»بو »عبر *پس 2 و رو و وجود دارد 8 > < بطوریکه (2) نا < < 
در اینصورت و > (ج) لا < و در نتیجه 2 2 ۰ از طرف دیگر بنا به تعریسف 
8 داربم و #و * حاصل يك تاقض است « پس ۶ ۶ 8(8۸6ظ)م *بدابراین 
تعد اد عاصر ‏ د 9۱ ) مساوی مجموع‌تعداد عاصر ( 0۱5 وتعداد عاصر » 
۱+ 8ظ +2 


۳ ۲ بدابراین تعداد عاصر (< )۵مساوی ‏ ۲ 


است * پس جمله ( ( بط 0 )9 درست است » بنابراین جمله 2 ۷ 
درست است» مادحظه می شود که استقرا بکار برد ه شد ه در این مثال يك استقرا . 


با پایه ه است» 


- تمربر 
هريك از جملادت زبر را توسط استقرا ثابت‌کلید ۰ 
( الف ) ( و« ) ۱ ده 


(ب) ( ۲۳۳ << 


(ج ) اگره و ط دو عدد حقیق مثبت باشند آنگاه 


(کط >نج < 


۲ 1 )۵ > 


( د ) اگرج يك عد د حقیقی باشد بطوریکه ۶7۱ آنگاه 
(ح بو ۱ و 
۱ ۲ 


و لا موه + ابر + ۲ +۱)۱(ظ ۲ 


3 ؟ ۴ 
[ ه) و تسس و میرب ۲+ ۲+ )5 ۷ 


(و ) پرای هر 3 کی بر عدد ؟ قابل قسمت أست۰ 


1 ) اگر ب و 3 برای هر م71 ۶ گزاره با شلد آنگاه 


(( ۷ با ۸۰۰۰۸ ۳( ۷ 2۱ ۱ جح ۷ ( برع ۸ ۰ وه) ) ظ زا 


(ح ) اگر و و 1 و ۲ برای هر 10 1 گزاره باشند آنگاه بحث زیر يك بعث 
معتبر است : 


۱. ۱ 
0 


2» 


0<(ححد»۴ 


در قضایای رباضی از ارات * شرط لا زم و کاش ۳ يا " اگر و فقط اکر" کسه 
معنی هر د و جارت یکسان است , مکرراً استفاد ه می‌ شود ۰ در این قسمت به بیان 


لحوه اثبات این گونه تضایا می‌پرد ازيم و سه طرز اثبات را شوح می‌د هیم »د راه؟* ۱ 
بند های (ح | و (ط ) مادحننه شد که بحشهای زیر معتبرند ؛ 


ودس»> ۲ ۱ 


و همچلین در ۱۰۱۰۲ بند (ح ) ملاحظه شد که بحث زیر یز متیر است: 
٩‏ 
روسن ‏ ۱ 
و 1 
)۳ 
ظ 


سس ی روج وس و 


ودسست»ج 


بدابراین برای اثبات جمله وجستم می توان از هر يك از روشهای ([۱), (؟) یس 
(۲) که در بالا ذکر شد , استفاده نمود + 


۱ - مثال ً# ۱ 
1 


فرش کنیم 2 و 8 دو زیر مجموعه , مجموعه ۲ باشند * نشان می‌د هییم 


که و بو مسست» 8و . اینکار را با استفاده از بحث (۱) انجام می‌د هیسم + 


ابتد | نشان م‌د هیم که "مت 8 ۸ . فرض آنیم پا ۲۳ 


ایلصورت ۶ * چون وود پس ۸ #4 و در لتیجه ٩‏ . پنابرایسن 
8 ۰ 


حال نشان می‌د هیم که . وء و«جس. 8*۱ * فرض کنیم ‏ ۶2 ۰ د ر 


اینصورت یرد * چون ات2۱ پس 5 ودرنتیجه 8 56 * بتابرایسن 
۸ ۰ 


۲ ۰۷۰ - مثال 


فرض کنیم يك عد د طبیعی باشد ۰ نشان م‌د هیم که « زوج است‌اگر 
و فقط اگر "ه زوج باشد * یعس نشان می‌د هیم که , 9 زوجم است حححه ۱ 
روج است ‏ ایکار را با استفاده از بحث (۲) انجام می‌د هیم ۰ 

ابتد! نشان م‌د هیم که 2 زوم است جسد «زوم است * چن ظ زوج 
است پس عدد طبیعی 1 وجود دارد بطوریکه ۲  <‏ * در ایلسسسورات 

1 ۲ ۲ 
([ ۶ ۲ ) ۲« ؟ - < ودر نتیجه « زوح است ۰ 
۲ 

حال نشان م‌د هیم که ( 2 روج است) 1 چس ( ۰ زوجم است) 1*چون 

5 ژوج لیست پس 5 فرد است و در نتیجه عدد طبیعی ۲ وجود د ارد بطوریکسه 


۳ ۲ 0 
۱ ۲1 ده * در ایتصورت ۱+( ۰۲۶ ۶ ۲ ۲ ۱+ - ۲ > ع ظت و 


۴ 


در نتیجه دج فرد است یعنی زوج نیست * 


۳ - مثال 


نشان م‌د هیم که گزاره ( 1 2۸ ) جست[ وجحد و ) 1 يك گزار ۰ 
هميشه درست است» برای ایکار از بحث (۲) استفاد ه می‌کنیم * بدین صورت کسسه 
نشان ید هیم گزاره های (| ۷ ۶ رح( ود ) 1 و 
( 16 ۸ ) < ۳( ۷ 1۲ ) 1 هميشه درست هستند و در نتیجه بحث بصوت 
زیر خواهد بود ؛ 
اک ( ۷ ود)1 حست ( وجسد و ) ٩‏ 

1 جحدء؛ ( 1 ۷ ظ1)‎ ) "1  ( 


1 | (۳ جح (ود<‎ ) ۸ 1  ( 


حال اثبات معتبر بودن گزاره های بالا ی خط بحث فوق بعهد ه د انتشجسو 


واگذ ار می شود * 


۶ - تمربن 


جملات زیر را اثبات‌کنید : 


۳ فرد باشد ۰ 


رو و سوت 


(ب) فرخر کلبد 2 يك عدد طبیعی باند ۰ در اینصورت < فرد است اگر وفقد 
اگر 2+1 9ج باشد ۰ 


(ج | فرض کلید وم يك عدد طبیعی باشد * در أینصورت ظ زو< است اگر بفقسط 


(د ) اگر مور يك گزاره لمای د و متغیره با مجموعه جهانی 8 باشد آسسگاه 
-جمله زیر معتبسر است ِ 


(رمظ) :3 4 ت )۲ 3 3 


( ه) اگر مجموعه جهانی , مجعوعه اعد آد حقیقی باشد آنگاه جمله زیرمعتبراست ؛ 


[ . برع || دسده 0< ) ۲ ۲ 


مساوی زاوبه 8 باشد * 


۸ 


هچ 


3 


۸ - وجود. داشتن ریکتانی 


فرض کنیم ,و يك گزاره تما با مجموعه جهانی زا باشد » جمادت زیر را در 


" يك ۶ یکتا وجود دارد بطوربکه و " 
2 

" يك « متحصر یفرد وجود د ارد بطوریکه ‏ بو " 

" يك و فقط يك وجود د ارد بطوربکه + ت 
هر سه جمله فوق د ارای معنی بکسان هستند و در قضایای زیر بکار برد ه می شونده 
برای نمایش این جمالدت از نماد 26۳ + استفاد ه می شود که در آن نماد ۲ ِ ۹ 
دال پر ملحصر بفرد بودن آاست۰ 

اثبات جمله ك 4 شامل دو مرحله زیر است : 
( الف ) مرحله وجود ی در این مرحله ثابت می کنیم که يك :د وجود دارد بطوریکه 


در.ت صدق می‌کند ۰ بعبارت دیگر جمله بط 3 را ثابت می‌کنیم * 


[ب ) مرحله يکتايی در اين مرحله ثابت می‌کنیم که برای هر د و برای هر ۷ 


اگر > و در 5 صدق کنند» آنگاه بز  <‏ « بعبارت دیگر جمله زبر 


ز > جح ( بط ۸ بط ] ۷۷ ۷ 


۱ - مثال 


جمله " يك «د یکتا وجود د ارد بطوریکه برای هر ۲ د اریم 
برع + > لا + 5 " با مجموعه جهانیجد را در نظر م‌گيريم * بعبسسارت 
دیگر جمله ( لع بر + هه بجر ) تاج با مجموعه جهانی را دردظر 
می گیریم * این جمله را در زیر اثبات می کئیم ۰ 


مرحله_وجود ي 


بازا* ه > می‌دالیم که برای هر بر داریم بر - ه + < ت +ه پس 


ثابت کرد یم که يك : وجود د ارد بطوریکه برای هر ب داریم بر - :+ بر > بر + > 
یعنی جمله زیر را ثابت‌کرديم : 
( ۷ ع ۶ + لا ل + ) 3 


مرحله_یکتای 


نشان می‌د میم که 2 ج * در تساوبهای (۱) و (؟)بجای ب« بترتیب طو 3 را 
قرار می‌د هیم * در اینصورت خواهیم د اشت : 

ط ع ج +ط < | +2۵ 
و < و دج < جع + 


بدابراین (عج ۰ در اینجا اثبات جمله فوق تکمیل می شود ۰ 


۲ هم مثال 


فرض کنیم ۸ يك مجموعه پاشد ۰ جمله " يك *« یکتا وجود دارد بطوریکسه 

برا مر « داریم لد ها لزع زان ۲ با مجموعه جهانی (2 )۸ را در نظسر 

می‌گیریم بعبارت دیگر جمله [ با > « لا ز < رز ۵ <) . ز 1 بر اج با مجموعسه 
جهانی(8) را در نظر می‌گیریم و این‌جمله را در زیر اثبات م‌کنیم * 


مرحله_وجود ی 


8 < « می دانیم که برای هر ۲ داریم ۷ عم لاب 2 ۷ ناو 


ملکه ؛ ۸۴ 


پس جمله زیر را ثابت کردیم : 


( ۷ عبر لا ۷ ع لا لا ۲۷۱۷ بر 3 


مرحله_یکتایی 
فرض کنیم 2 و » دوعتصر [ ۵12 باشند بطوریکه برای هر ۶ د اریم : 
(۱ « ع 8 لا با < ب لا ظ 
3 
(۲) 2۷ 6 ! ۷ بت ب ل6۱ 


شان مد هیم گه 6 < 8 ۰ در تساویهای (۱) و (۲) بجای ۷ بترتیب + و و را 
قرار می‌د هیم ۰ در اینصورت خواهیم د اشت : 


۵ «د 8 لا 6 < 8۷0 


8 < ) لا ظ - 6۷8 


بدابراین < ظ » در اینجا اثبات جمله فرش کمیل م‌ شود ۰ 


۳« ۰۸ ۱ - تمرین 
جملات زیر را ثابت کلیسد ۰ 

( الف ) اگر ۱۹۹ مجموعه جهانی باشد آنگاه يك 4 ملحصر بفرد ی وجود د ارد بطوری 
که‌برای‌هر بد دازیم ...و < عدی < زر 

(ب ) اگر#مجموعه جهانی باشدآنگاه برای هر يكر یکتایی وجود دارد بطوریکسه 


2۱۳۲2۱۷/20 
دج ) اگر» مجموعه جهانی باشدتتگاه برای هر «يك ریکتایی وجود د ارد بطوریکه 
اکر ۶0 بر آنگاه 2۱۷۶1 


(د ) فرض‌کنید ۸ يك مجموعه باشد *اگر(2)۸ مجموعه جهانی با شدآنگاه يك ۷( منحصر 
بفردی وجود دارد بطوریکه برای هر +اریم 0۷ از-۵۷ ۰ 


صح موز 


( هه ) فرض کنید ظ يك مجموعه باشد ۰ اگر | ۸12 مجموعه جهانی باشد آنگساه 
پرای هر < يك و فقط يك ۷ وجود دارد بطوریکه جع 6« لا ۷ د ۷ 0 ۰ 


صفحه بو 


فصل ؟ 


رو ابسط 


در این فسل یکی از مفاهیم مهم در نظریه مجموعه ها را معرفی می‌کنیم وبه بررسی 
برخی از خواص آن م‌پرد ازیم » مفهوم رابطه نه تدها در اکثر شاخه های ریاض بکاربرد » 
می شود , بلکه در زندگی روزمره نیز مکن است بکار رود * مثلا" وقش می‌گوئيم " حسن‌برادر 
حسین است " آنگاه درك می‌شود که حسن و حسین توسط رابطه " برآدر بودن " بهسسم 
مربوط می شوند. * همچئین وقش‌می‌گوئیم " محمد پدر مهدی است " آنگاه د رك می‌کنيم کسه 
محمد و مهدی توسط رابطه " پدربودن " بهم مربوط مستد * قبل از تعریف رابطه و 
معرفی برخی از خواص‌آن , ابتد| زوح مرتب و ضرب دکارتی مجموعه ها را تعریف م‌کلیسم * 
( ۲ : ضرب د کارت مجموعه ها 

بدا به تعریف تساوی د و مجموعه د اریم (۱ و ۲) < (؟ و ۱) *پس ترتیب قرار 
گرفتن عاصر د و مجموعه دخالش در تساوی آن دو مجموعه ند ارد * در اینجا میخوا هیسسم 
زوج (۲و ۱ ) را طوری تعریف کنیم که ترتیب قرار گرفتن عاصر در تساوی د خالت د اشتسه 
باشد و در نتیجه (۱و؟) + (کو۱ )۰ بطور کلی می‌خواهیم زوج ۱ ,ید )را طوری تعریف 
لیم که د آشته باشیم : 


باعلا ه ناحیر دس (۷ارنا) ع (۷,) 


۱ تعریش زوج [ ۷ ) را بصورت زیر تعریف می‌کلیم : 


),۷( <) )6( , )<,۷( ( 


(۷,) < (۷,*) اگر و فتط اگر 


‌ 
ا 
كت 
بِ 
۳ 
ا 
ی 


اثبسات 
فرض‌کنيم ."تالا و لا ونشان می‌د هی (۷/ ۶6۵ (با رد)۰ از تساویهای بتید ر 
۷ لتیجه می‌شود که )2( و (9,دا)ع(لاید) * پس ((۷,), (0))((لا,), ()) 
و در تتیبجه ۷۱ ۱) < (۷,) . 
حال فرش‌کنيم (۷(<)۵,۷,) ونشان م‌د هیم داد ۶۱۷-۷ چون(۱,۷) < (لا,ت) 
پس ‏ ((0(,)۱,۷))-((۷,»), () )در ایلصمورت د اربم ؛ 
 ))2( ,)۷۸۷( [(‏ (ا) و ((۶,۷), ()) > (0,۷) 
بدابراین د اریم : 


[ الف )  )<(‏ () یا (ب) (۲(<),۷) 


[ج ( (<) 2 (۷, نا یا (د ) از > (۷, )* 


اگر تساوی (ب) برقرار باشد آنتاه ده » در اینصورت تساویهای (ج ) و 
( د ) یکسان می‌شوند و نتیجه می‌شودکه .۰ ۷-دا-بوت: و در اینصورت قضیه اثبات می‌ شوه 
ریق مشابه گرنساوی(ج ابرقر:ربا شدانگاه نتیجه می شود که 22۷2۷۷ وقبیه تأبت‌می‌شود ۰ 
پدر.فق " حالتی باقی می‌ما ندکه تساویها ی( لذ)و(د ) براقرا ربا نسند *ازتساوی (الف )د: ریم ۷ 
وازتساوی (د ) نتیجه می شود که زدیا یا دب *اتر دیا آتقاه .۷2۷2۷ ومانند-تالت بسن 


قریه تابت‌می شود گر ۷-۷ , آنگاه نتیجه م. .لوب بد ست م آید وقضسیه اتبات می شود 5 


۲-۱-۲ : تحریف 


ری [ ۷ ) را که در ۲۰۱۲۱ تمربف شد يك روج مرتب می‌تأمیم * * رآمختص 
اول یا مو"لثه اول و لا را مختص‌د وم یا موالفه دوم زوج مرتب ( برد ) می‌ناميم ۰ 


۲-۱-6 تمرین نشان د هید که اگر تحريف‌کنيم ((),)-(ام:د) , آنگاه با اين‌تعزگ 


۲2-۲ را نی توان اثبات‌ کرد » برای‌اینکار يك مثال ناقض ارائه د هید ۰ 


۵ ۲2 : مثال 


د ستگاه مختصات دکارش در صفحه را در نظر می‌گیريم ۰ همانطوریکه ملاحظسسه 
می‌ شود به آزا* هرتقطه در اين د سگاه مختصات م‌توان يك زوج مرتب با مولفه های‌حقیقل 


وابسته کرد * و برکس بازا* هر ژوح مرتب‌با موالفه های حقیقی می‌توان يك نقطه د رد ستگاه 
رل 


مختصات وابسته نمود ۰ 


٩ ۸ + 1‏ ۱ 
سا دنت ۳ ۳ ی ۹ ۹1 و" هآ ی 
لت تراک وید دیا ی ما 
۷ اک انا ۲ 
اه نوات و مات بات مب 


٩ | 9 
1 


! ۲ | ا ‏ نوم ا ۰ ۱ 
متام اد ود وم مد مک وت و عود ۳ عات 
ٍ 


۲-۱-7 تمرین 
فرض کنید 2 يك مجموعه باشد ۰ در اینصورت اگر ۸ » ۲,د آنگاه ((6)۵۵ > (اید) 


۲۰-۷-۷: تعریف 

فرض کلیم 2و ظ دو مجموعه با شلد ۰ در ایلصورت ضرب د کارتی ۸ و 8 بصور ت 
زیر تعریف می شود : (ظ > طم 2 > و | (طره) )۸۷8 

بعبارت دیگر ۸۲8 مجموعه همه ژوجهای مرتب (ط,ج) است‌که درآن موه لفنسه 
اول آنها د متعلق به 2وموالفه دوم آنها د متعلق به 2 می‌باشد ۰ 


۲-۱-۸ : تال اگر (»,طره)ع2 و (1,5)-2 آنگاه د اریم : 
[ (5,ع) , (1,ع) , (5,ط) ز (1یط) م (5مد) , (1,ج) )عظورم 


* تحر یف اگر 2 يك مجموعه باشد آیگاه 2 رُ بصورت زیر تعریف می‌کلیم‎ : ۲-۱-٩ 


22-2 


۸4٩۰ صفحه‎ 


۰ ۲-۱-۱ : متال 

مجموعه اعد اد حقیقی بمنی ‏ را در نظر م‌گیریم ۰ ۱[ 
در ۲-۱-۵ ملاحظه شد بین عاصر ت12 -721 و تقاط دريك دستگاه مختصسات 
دکارش در صفحه يك تتاظر يك بيك وجود دارد » بدین معنی که بازاه هر زوجم مرتسسب 
( ط,د ) در 5 يك نقطه در د ستگاه مختصات دکارتی در صفحه وابسته می شسود و 
برکس بازا* هر نقطه درد ستگاه مختصات يك زوج مرتب در ك وابسته می‌شود * 


۱-۱ -؟ : تمسرین 
۱ - مجموعه های ۸,دره را در نظر بگیرید ۰ نشان د هیدکه : 


( الف ) و ع ۵ تس م۵ 

(ب) مسج دست (9 رو چم عدح-9ج) 
(ج ) ره با (قدم)عه با ۵) 2 
(د ) زود 6 رو در 6 2:8 
( ) (20۵) - (8ه) < (8-6) 2۱ 


(و) اگر بر مجموعه ای از مجموعه ها باشد , آنگاه ‏ (> | تونه) < ایا سم 


۲ - نشان د هیدکه هريك از تساوبهای زیر ذلط هستند * (يك مثال تاقض برا ی 
هريك اراگه د شید ) ۰ 
؟ الف ) 2 ع 28 


(ب) رن باه«( نا ه) ع (مه) ۱ 2 


۳- تحت چه شرایطی 2*2 < ظ-2درست است » بعبارت دیگر يك شرط لا زکافی 
بيابید که تساوی 2۸ - ۰۰8 برقرار باشد » در این تمرین فرض کنید : 
و # مه و ۵ #۶ ظ, 
۲-۱-۲ : تعربف 
سه‌تایی مرتب ( بر چعد) را بصورت زیر تعریف م‌کنیم ۶ 
[یر ( رن عاا اب کر هی 9 


چهارتایر مرتب ( ع* . ۰*۷ ۰ ۱ ]را بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 
( 2 و ود) ) نی 3 
تایی مرتب ۳ > !را بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 


ایو ) ) ت‌ِ م۰۰۰۰ :) 

تعریف ۲-۱۱۲ با استفاده از استقرار ریاض انجام شده است و به این نسوع 
تعریف , تعریف با زگشت گفته می‌شود * در ۲۰۱-۱۲ اگر ظ يك عد د طبیعی باشسد 
بطوریکه ؟ << آنگاه برای تعریف - تایی مرتب [ برک, .۰ ۰ ! بصورت زیر 
عمل شسسد * 


الف ابازا* ۲<د , ۳۹ 
۱ ابا زا ۰ ((م #۶ ۳  [‏ *12] 1 * وود ۱ 
[ب ) ۱ مه اوه )اه .۰۰ 


تعریف فوق را م‌توان برای ۱ 8 بصورت افو 1 | نیز انجام دادو در تیجسه 
بازا* هر عد د طبیعی هر ص تأیی مرتب (,*:۰۰۰,:) تعریف‌م‌شود ۰ 
مثال دیگری از يك تعریف با زگشت « تعریف جمع اعداداست * بدین صورت که 


برای هر عدد طبیعی < و اعداد حقیقش 2,۰۰۰۰:۵ مجموع‌ر3 :2.۰۰۰ را بصورت زسر 
(الف ) 


(ب ) 


تعریف با زتشتی را می‌توان بطورا جمالی به اینصورت بیان کرد که ابتدا قدم او ل 
تعریف می‌شود و سپس بعدی بر حسب قبلی تعریف می‌گرد د ۰ 


۲-۱-۲ قضیه برای هر عدد طبیعی « داریم : 
3 .تمه ولا لوا( ۰۰ ) 


اثبات : توسط استقرا این قضیه را اثبات می‌کنیم ۰ 


پایه استقرا : اگر ۱<« آنگاه بنابه تذکر بعد از ۲ ۲-۱-۱ د اریم : 
ولا رد سح > 2۷۱ (1*) 


بنابه ؟ ۲-۱-۱ : 
یله ۰۰۰۰ وه لی 6:۰۰ ) جته (رپولا/ 31۰۰۰۰) ۶( وبید-۰۰:وتد) 
بنا په ۲( س؟ : 


6( مه مکی 6 


اج چم با ودحو لا 2 ( بل , مش کش رح( ۱ 1 


پنا به فرش : 
ی (یر رو ث..« ۸*۰ و ر) ؟ ریا له (یرل,۰۰۰ ,)2 رکه ۰۰۰ و5) 
بنابراین : 
وجو وب ۸۰.۰ ولا وم رس (وپم ۰:۷ 2 ۰ یه و ۰) 
؟ ۲-۱-۱ :_تعریف برای هر عدد طبیعی < و مجموعه های ,2,۰۰ ضرب د کارتسسسسی 
۰۰.2 ,۸ را بصورت زیر تعربف می‌کنیم : 


2 ۸۰۰۰۰۸۵ 2 ,| (یره:۰۰۰,و2) ۰ ۰۰ 


۲ ۰ 4 ۰ 
.2*۰۰ را با تماد محر نیز نمایش‌ص‌د هیم 


تذکسر ؛ اگر 0,2,۸ سه مجموعه باشند آنگاه , 
۵( ع »رم 
ژیراکه د اریم : 
(0 ۰۰ ۰5۸ ظ ۸ | (ه,طرج) )سنه ۳ 


(۵ ی 5 6 مج | (ه, (ط,ع) ) )< 


۵ » ی م۸ ظ بط م2 | (ه, (طرع) ) اعت*(ظ ‏ طم هت | (طرج) )ع< (2۳۵) 


پس تساوی فوق برقرار است» ولن توجه کنیدکه مثال زیر نشان می‌د هد که بدئور عومسی 
تساوی زیر برقرار نیست * 
(0 که ) ۷ عم ۲ ( 8 »نا 
۲-۱-۵ : مثال : فرض کنیم . (1) کظ , (2)2ظ و (2)3. در ایلصویت ن آریم : 
((3, (1,2))) < (۰)3 ((1,2) اع *(۲8) 
و 


((2,3) ,1)) < 3(1 ,2) (1) ع (<) 2 
چون 1,)2,3(1) 7 (1,2(,3)) پس (6ظ4< هک دا«( ج) 


۲-۱-1 : تمیین فرض کنید 6:38:2۸ سه مجموعه باشند * نشان ه هید که ؛ 


(الف) گر 7 ۸ آنگاه د اريم: 
ود با اعتیظ سس ۵ 920۷ 2 


(ب) 


وعه ۰ و۷82 وع جح (80) عم «(د2) 
(ج ۱ 


و« ۷ ع دسسسسسست و 2 


۲-۱-۷ : تعریف : اگر ۸ يك مجموعه و < يك عدد طبیعی باشد آنگاه "را بصورت 


زیر تعریف م‌کنیم : 
هه وش 
هرس 
بعبارت د یگر : 3 
1 6 :2,۰۰۰ [- مو2)) 2 2 
در اینجا توجه کلید که 6۸ ,۵,۰۰ خلاصه شده 2 262۸۰۰۰۸۵ است ۰ 


۲-۱-۸ : تعرین : فرض کنید ۸ و 3 د و مجموعه و 7 يك عد د طبیعی باشد » شسسان 


د هید کسه : 
(الف ) تس وسسسه اور 


(ب) وس < سح خ لیم 


و 


همانطوریکه در ابتد ای این فصل گفته شد مفهوم رابطه ده تنهاً د راکثرشاخه‌های 
ریاضی بلکه در زندگی روزمره نیز بکار برد ه می شود ۰ در این قسمت برخی از فا هیم‌اصلی 
را در مورد رابطه معرف‌م‌کنيم و در دو قصل بعدی روابط خاصی را مورد بررس قنترار 
خواهیم د اد * 


۲-۲-۱ : تعربف 


يك رابطه (يا يك رابطه دوتایی ) مجموعه ای از ژوجهای مرتب است , یعنسسی 
مجموعه 5 يك رابطه است اگر و فقط اگر د اشته باشیم : 
(((2,)عجد) مه ۷۲ ود )۷ ۷ 


اگر 8 يك رابطه باشد و 5 > (۷,د) و آنگاه می‌نویسیم ۸ 


۲-۲-۲ : مثال : هريك از مجموعه های زیر يك رابطه است 
( الف ) [(1,۵) , (1:2) , (طبد) )5 


(نت) (21 دید هم 1 ع زرد (لاید) )عو 


۱ ج 1 [1 گید م ه1 » برد | (لزرد) )عظ 


( د ) (>عد ه الا » بای | (لارعد) )عحظ 


( ه) (22 ۸ 21 ء لار | (لاید) )8 


۲-۲-۲ : تعرین : کد اميك از جملات زیرد رست و کد اميك غلط است ؟ 
(الف  )‏ يك رابطه است ۰ 
( ب ) مجموعه [[2<)1,2,۵,)۵ يك رایطه است۰ 
دج ) مجموعه ‏ ((طرج) , ۵ , (۷,) ,1) 2 يك رابطه است* 


[ د ) مجموعه سود - 12 يك رابطه است* 


۲-۲-۳ : تعریف : 


اگر ظ يك عد د طبیعی باشد آنگاه مجموعه 1 يك‌رابطه ع- تابی است اگر مسر 
عصر 5 يك «- تایی‌مرتب باشد , بعبارت دیگر 5 يك رابطه - تایی است اگر و فقسط 
اگر داشته باشیم : 


( م۱۰۰۰ ۷) )لاک « ولا ولا 7 سح ۲ )»ر ۷ 


6 ۲-۲ : مثال : 


( الف ) مجموعه [(2,ظ,2) , (2:1,3)] 2 يك رابطه سه تایی است 


(ب ) مجموعه (21 + + مر 15 2 ,بیدا (<رورند) اعظ يك رابطه سه تایسی 


است ۰ 


[ج ۱ جروت هد که يك رابطه چهارتایی است ۰ 


تذکر : در اینجا ما روابط د وتابی را در نظر می‌گیربم و آدهارا مورد بررسی قرارس‌د هینم * 
همانطوربکه در ۲2۲-۱ , تعریف شد يك رابطه د وتابی ر بطور خلاصه يك رابطه می‌نامیم 
بنابراین از این بیعد منظور از يك رابطه 9 يك رابطه دوتایی خوا هد بود ۰ 


۲-۲-0 : تعریف : فرض کنیم يك رابطه باشد ۰ 


([الف ) حوزه تعریف , قلمرو یا د آمده ۶ که آترا باو جهه نمایش مد هیسسم ی 
مارتست از : [ (ظ > (۷,*)) 3۷ ۱*)ظ ع۵ه 


بعبارت د بگر د امنه 5 مجموعه همه موه لفه اول هريك از عاصر 5 می‌با شد ۰ 
( ب) حوزه مقادیر با برد 8 که آترا با ۶ 22 شان می‌د هیم , عبارتست از : 


[ (ظ ‏ (,ع) )۶ 3 | 9)عظ «ع 
بعبارت دیگر برد 7 مجموعه همه موالفه دوم هريك از عاصرة می‌باشد ۰ 
اج ) هید آن ۶ که آترا با 5 ۶14 لمایش می‌د هیم مر بارتست از ؛ 
٩‏ دهع 5 ۳00۲ ۶۴10 


بعبارت دیگر مید آن 15 مجموعه شمه موه لفه اول و دوم هريك از عخاصر ‏ می‌باشد ۰ 


سقا 2 


د.ر ثیر دامنه و برد و میدان هريك از روابط ۳۹ را تعیین می‌کنيم * 
( الف ) (1,ج)عظ صوه , (2,۵/رط)عط دود ر(1,2رطر )8 ۶10 


( ( 2-1 بو+ یر ۸ 18 ء ۷) بات ۸ 1 ء >د|ر)ع 101 


2 


[ (2-1 ود اه 5 )3 مر 13 > باب )عظ 2۵ 


در این مثال ملاحظه می‌شودکه 5 0۳۳-۲۵8 و در نلیجه د اریم : 
طخ۲ ع ظ ط0ه4 ع ۲ تلا 5 00۳0عج 110 


2 


[ (41 4+ کچ مه 1 )بو مه 1 ء ۱ )عظ «مه 


2 


( (261 یرب مر 1۳٩‏ م عد) لا مد 1 > | )عظ طط 


در این مثال نیز د اریم ۵ تعاه نو در نتیجه طح۲عظ ۳800 10 ۶ 
[ رید د اه )او دح نا | <)عظ صم0 


در اینصورت ‏ 2-21 000 , زیرا که برای هر ال > « دارم 21 ۰( و 


1 > 4 و در لتیجه 6010 > ۰2 


[ رب > باه )3 دح ۲ ب|)اعظ هط 


در ایلصورت (1)- 3-0۱ دح زیرا که برای هر (1)- ال > یعتی برأی هسسر 


2 » ب و 1< داريم 2۱ ۲-1 و 7-16 ودرنتیجه 8 ع2ع ع 7 . حأل 


چون 5 0080 .۶ 22 پس ۲ ۳500۲ 210 ۰ 
( ه) [ وید اه )و ده > اد)عظ همه 
در اینصورت 8 000 , زیرا که برایه, 2 >« داریم 1 > 2 و ظ > (۲,2) 
و در نتیجه 0010 > در , 
[ (ر2عب + ۲ ء )و هم لا * | ۷)عظ صقط 
در اینصورت 1 321 مساوی مجموعه همه اعداد طبیعی و (وجح است و یعلی 
( 21 |2۶ )ظ 22 


زبراکه اگر 5 طحع ‏ ب آنگاه الب ۶ وجود دارد بطوریکه ۷-2 و در لتیجسسسه 


مین 


هه رت و دس و و یسایس هی هو یه یی 


صفحه ؛ ٩۶‏ 


( 21 6 * |42 ۷ و برکس‌اثر ( 1 2 نز آنگا ید2 پرای يك 1" « و 
در لتیجه 5 > (۷:) , یعلی 5 ۰2۵8 ۷ ۰ 
در این مثال نیز چون 5 58:00 «دعپس 5 840۲ 218 ۰ 


۱-۲ تمیین : 
باتوجه به ۲۰۲-۲ متثالهای (ب) و (ج ) نشان د هیدکه دامنه و برد هریك 
از این دو رایطه مساوی مجموعه زیر است : 


( > ری( هد 1 داایدات (1,(-] 


رس نمرین ۳ 
دشان د هیدکه مجموعه 5 يك رابطه است آگر و فقط اگر ۶ تورجمو0 ع 5 . 


: تعریف‎ : ۲۰۲-٩ 
اگر 2 و 2 دو مجموعه باشند و ظدهت 2 , آنگاه 2 يك رابطه ازة به 2 نامیه‎ 
می‌شود * د رحالت خاص اگر 2-8 , یعس ۸:۸ 2 آنگاه 5 را يك رابطه روی « می‎ 

تامیم ۰ 


۲-۶ : تمربسن : 
فرض کنید 2 و8 دو مجموعه و ۶ يك رابطه باشند » در اینصورت نشان د هید که 
يك رابطه از 2 به 2 است اگر و فقط اگر 522 وق ظ دح ۰ 


۲2۰-٩‏ : مثال ز 


( الف ) اگر ( ۲واود) -۵,۵(۸ ) 8 , آگاه (( ۵و۲ )و (0وع)) 2 یسسلك 
رایلء از ۸ به 8 است * همچئین ((۵, ۳ ) و ( 2,۵ )و (0 ,2)) < 5يك رابطه 
از2۸ به 3 است ۰ 
(ب) رایطه (ررسید مضربی از ۲ است) ۸ 2 ء برد | (بار<4 عط يك رابطه از 2 
به 2 يا يك رایطه روی 22 است ۰ 


(ج ) رابطه *28 يك رابطه از جتبه دیا يك رابطه روی22 است* 


۲« ج : دعویف؛ 
۱ اگر * ی رابطه باشد آنگاه معکوس 5 که پا :ماد * #نمایشد اد ه هی شود و بسلثه 
رابطه است که بصورت زیر تعریف مس شود ۱ 


۹1 ۳ و 
( ع (ارجد) مدع 8 


( الف ) اگر((2,ع), (2,1) , (طبه) اعع آنگاه . ((عر2), (1,2)م (هرها اه 


 ..‏ ([ب) ار ((۷ > ) م 2 ع ایرد | (لا,) )عظ 
آنگاه ‏ ((>) ۸ ال > نامک | (,۷) اه 


یسا ( ربا زر ) ه 2 ع ایا (بارد) )عد 8 


(ج ) اگر ( (رجد) ۵ 2۲ ورد (لاید) )عظ 
آنگاه ( (عب) ۵ اد > لا: ]| (د, ) )8 


ی ( (حید) ه لا ن ارد ا (رزید) )ع< ۰ ظ 
در این مفال ملاحظه می‌شودکه 2-87 روابطی که با معکوسشان مساوی باشند روابسسط 
خاصی هستتد که در فصل > در مورد آنها صحبت وا هیم ترد ۰ 


۲-۲-۴: تمرین_ 


د امنه؛ برد و معکوس هربك اژ روابط زیر را تحیین کنید : 
( الف ) ([(0,5) , (5,0) , ((), ) , (۵رج) , (1,ج) )حظ 


([ ب) [ (سن ح 1 6 برد | (یزید) )عق 
(ج ) ((|اع) ۸ 2ع ۱,۷ (۷۱,) )8 


(د ) [ (رز-پرمتریی از ۱+سستت ) ۵ بیع لا | (لاید) )عظ 


۲-۲-۵: تمرین : با فرض آینکه ۶ و 5 دو رابطه هستند , هريك ازتساویهای زیسسر را 


1 وحرحصد از و 5 00۳8 < » 3212 


جوسد ر تج 


1 


۳ یت 
و نوت روناج , و 1-1 


(۱5:ظ) 


رابطه 2 و مجموعه ‏ را در نظر می‌گيريم * در اینصورت تحدید يا تقبید ‏ روی 2 
رابطه ای است‌که با نماد 8۱۸ نمایش د اد ه س شود و بصورت زبر تعربف می شود * 
له اد هه (رواید) | (اید) )ع2|ظ 


بعبارت دیگر 8۱۸ مجموعه همه زوجهای مرتب‌ در 5 است‌که موهلقه اول آنهادر 2 


قرار د ارنسد ۰ 


۲۰-۷ : مثال : 
( الف ) اگر( (1,1) (0,5), (۵,2) , (1,2))عظ , (15,0,3)عظ آنگاه د اریم : 
((5, ۱00 (1,1), (1:2) )هه 


(ب)اگر .. ( برع مات وی (اید) )خر عم , آنگاه د اریم : 


پا ([(۱۱ ۷) ج خ وم ۵ | (لاید) )عق|ظ 
[ (علا) اج 1 ار | (بارعد) )حهظ 
۲-۲-2۸ : تمرین : 
در هريك از بند های زیر تحدید رابطه 5 روی مجموعه 2 را بیایید * 
( الف ) ([(6,ج) , (5م1) , (5,5) , (1:1) )عظ , (1,6,0,۵)-2 . 
(ب) ( (وصید) مر 15 ء بارد | (لاید) اعظ بر و . 


(چ) ((۷-21) 3 > لاد (اید) احه م, (0<عد م 18 » »| داح 


۲۰۲-۹ : قضیه : 


فرض کنیم ۲ يك رابطه و 2۸ يك مجموعه باشد » در اینصورت د اربم ۱ 
(الف ) 2 (ظ عم ع۱2ظ جمه . 


(ب) ٩‏ ط۲2 ء ۳۱۸ صحد . 


اج ۱ (ظ مهدسه ۱۱ تعمزع . 


اثبات ( الف ) بدا به ۲2۲-۵ (الف): 
٩۱2۸(‏ ۰ (۷ی) )3 < > 5۱۸ 008 > ۶ 


بنابه 7ب ۲ ۰ (2۸ ء دح ۲ ۵ (ای) )وود 


بنا یه ۲-۲۰۵ ( الف ) 8 6 2 سس > 


بنا به تعریف ۸1 ال د ۶ : 
ِ ۳ ۱۳ جح 


پس : ۸ ۷۴ 2 ۸۱۵ بب نو 


([ب‌ابنابه ۲-۲-۵(ب) : 
(5۱2 > (,د)) اجه 8۸ 


بلا به ۲-۲-۲ : 
٩۸ ۶ 6 2۵(‏ 6 (۷,) ) 14 سس 


بنا به ۲2۲-۵ (ب) 
۶ ۳۵1 + 2 <(ححد 


پس ٩‏ صعد بء 5۱۸ هر . 
(ج ) بنا به ۲ص : ۰۸ 2 (ارد) ده 5۸ (۷,) 


پا به ۲۰۲-۵ (ب): 


),( 6۳۸ ۰ ۸ ۸ ۷  12ط‎ 5 


پنایه ۲ ٩‏ 2۸۸۲۵8۵ ۰ (۷ا,) ٩۸‏ (امد) 


پنا به تعریف اشتراك د و مجموعه 
(5 ط۲2 ۷ ۸ 0۱ 5 > (7ا,عد) 


سس 
(۶ جح +« ه) 0۸ ۸۶ |5۸ 


۲-۶۰ : تمرین_ : 


فرض کنید ۲ يك رابطه و۸ و3 دو مجموعه باشند » نشان د هیدکه : 


( الف ) (8 (8) ب زد (ج) رو با ۸) 8۱ 
(ب) (2(ه) ‏ (5۱2) >( ه۵) 8 
(ج ) 4 - |4۵ 
(د ) 4 - 84 


۲-۲-۱ : تعریف : 


رابطه 5 و مجموعه 2 را در نظر می‌گیریم * مجموعه تصویر 2 تحت ۶ که با تسساد 
[2۸ ] 2 نمایش‌داد ه می‌شود , جارتست از ؛ 
((ظ ب (ریجد) هم هر )و آرااع ره 8 


بعبارت دیگر 9 مجموعی همه مو*لفه دوم همه زوجهای مرتب در 8 است که مو"لفه 
اول آنها دو ظ باشد ۰ 


۲-۲ : مثال ؛ 


( الف) اگر((1,1) , ((۵,)۵) , (2,۸3) , (1:2) )عظ و (1,۵,0) عم , آنگاه د اریم : 
((6۵) ,22,1 (۸)] 5 


(ب) اگر ز 2 ۸ هن زرد (یزیید) اعق و للع , آنگاه د اریم : 


[ [ ب يك عدد زوج است )۰ ۷|۷)< ز3) 8 


۲-۲-۴ تمرین _: 
فرض کنید 1 يك رابطه و 2و ظدو مجموعه باآشند ۰ در اینصورت نشان د هید که : 
( الف ) (درد) صحعد زد 8 


(ب) (۵ ! وبزی ود زو با 2 8 


() .8 5 :8۸.۰ ۰ :8]۸8 ومثال ناقض برای تساوی .8۰ ۶ ۸ 5 ۰ ظ 


ارائه د هید ۰ 


(د ) ,هه . هصق ده و ومتال تاقضن برای تساوی .وم ود ۵ هه 8 


ارائه د هید ۰ 


زض ([ظ) ۶ ء (ه] و سس وه 
( و ) ۵ - (م) ه 
(ز) و - [8]۵ 


۲-۲-۴ : تمریف : 
فرنی کلیم 7 و 5 دو رابطه باشند ۰ ترکیب 1 با 5 که با نماد 8۵8 نشان د اد ه 
[ 8 2۰و - 5 ۰ (راید) )39 | (عید) )809 
۲« ؟ : مثال : 


( الف ) اگر (۵(,2)), (۵,5) , (۰)1,2 عظ  ,‏ (9(,۵)), ((2,)9) )5 آنگاه د اریم : 
[ (5, (۵)) , (۵:2)) 


و 50۵۲ 


50 


4 
۳2 


در این مثال ملاحظه می شود که :501 یر 5 و در ننیجه در حالت عومی تساوی 

05208 برقرار نیست ۰ 

(ب ) اگر. ‏ 18۰ : لاید| (ایج)) در (( ).۰ 1 لایر | (لاید) )عو آنگاه د اریم : 
1 ((ظ. ور 6 ,رایع ۰ ط1 ۰ 3 ۰ 1۳ 2رد | (عید) )حومظ 


[(ر2عو ند مود و )و ۰ 13 2 | (عرع) 208 


با 5 
[(2۶ع2) ۰ 18 2۰ ,| (2,د) )805 
با [ (8 ۰ (2م9۲) ۰ 8 . اما ده 1 )۷ و لا 2رد (ع رد ) عدزهد 


( (2 دج ۰ ۷2۶ ۰ 15 ۰ ۷) ۷ 3 ۰ 1۳ ۰ 2رد | (2معد) )اوه 


( (2-42) م 5 > 2 ,| (2 ,د) )دوه 
۲-۲ تمرین_: 


در هريك از بند های زیر 805 و 508 را تعیین کنید ۰ 
( الف ) ([ (4,3) , (1,2) , (1,1) )حظ و ((3,1), (1,6) )عو 


(ب) ((|*|۸)۷۶ 1 > ید | (,د) )عظر (( کدی ۸ 5 6 ۶,۷ | (۷,) )ع8 . 


(ج ۱ [ (عرا) هم 1 ۲ ار )عطر وا مه 1 ار رلاید) عو ی 


۲-۲-۷ : تمرین_: 
فرض کنید 5,۶ و2 سه رابطه باشند » ثابت‌کنیدکه : 


( الف ) 8 طح۲ ۷ 5 008 :۰ 805 
([ ) * 5 ط2۵) 5 دون <«حت ۶ 805 
(ج ) ۱ (2م5) با روم رد نا 5) 50 


(د ) ۱ (ووع) لا رکمی) ع ده (وبا 5) 


([ ه۵) (501) 2 (عمع) ع (۸1 2۰/8 ومثال ناقضی‌برای نساوی (2۵۲) ۸ (1()206 5) ۲0 


ارائثه د هید ۰ 
(و) (502) ۸ (500) 2 5(۰۲) ومثال ناقنی‌برای تساوی ‏ (60۲) ۸ (807)-8۵5(01) 


ارائه د هید ۰ 


۲-۲-۸ قذیه : اگر «,کو ۶ سه رابطه باشند آنگاه داریم : 
(805) ۲0 < 9۲ (۲۵5) 
اثبات : با استفاده از ۲-۲-۲۴ داریم : 
(9مظ ی (2, )۸ 6۲ (۷,) )برچ < > 02۲ (5۵5) > (2 ,عد) 
(۲ 6 (0,2) ۵ 5 6 (, 6۲۸ (۷, 31۶ ۷ (سح> 


(65 (۸),2 501۲ 6 (ا,) )نا سح 


ٍ 


۳۹ ب و حه > 


پس (801) 01۲-۳۲0 (۳09) 


۲-۲-۹ : تمرین 2 
فرض کنید 5 و 5 دو رابطه و 2۸ يك مجموعه باشند ۰ ثابت کنید که : 


(الف ) ومد ود" رومد) 
(ب) ۱ (ه| 5) موحه| (8مع) 
(ج ) 5 ۸ 202 > 201 خسه وت 8 
([د ) [[۶)2] ۶ (] (عمج) 
( ه) [< مه ] 2" و-(ومه) ههة 
( و [ 5 جدء ] ۲ (۵۹ظ) و۲ 


۳ب حجورق ۶ 


فرض کنیم : پرة , ۰۰۰ ,و3 , و2] 2۸2 يك مجموعه متتاهی باشد * در اینصورت به هر رابطه 
روی < م‌توان جد ولن بصورت زیر وایسته کرد ۰ فرض کلیم ۹ يك رابطه روی ۸ ۳ 
پعتی ۸ * 2: 8 در اینصورت جدول 5 را بصورت زیر تشکیل می‌د هیم ۰ 

ابتد | عاصر مجموعه ۸را بترتیب در سر و ستون اول جد ول‌ی‌توبسیم * سپس بسرای 


هر زو ژ دو(طر...,11 در مربع وابسته به‌ید وره برحسب آینکه ‏ 5 ۰ (ره, ه) یا 


8 ۷ (رد, رد) بترتیب ۱ يا ه قرار ی‌د هیم و بدین صورت جد ول را تکمیل می‌کنیم * 


صفحه ۱۰۴ 


: ؛ مثال‎ ۲ ۲- ۹٩ 
ِ مجموعه 6 2 ون و روابط زیر روی 2 را و در ننر می‌گیربم‎ 
(طرع) , (6,ط) , (درط) , (طیع) , (طرط), بط‎ 
"(ط, ع) , (6,6) , (6,6) , (4,0) , (0,ع6) , (ط,ط) , (۵,ه) و‎ 


۰ (۵ر۵)/, (6,ع) , (0ره) و 
(6:6) , (8,:0) , (6,ع) , (طءط) , (۵,۵) -ر 8 


حال با استفاد ه از ۲-۲-۲۰ جدول هريك از روابط فوق را تشکیل م‌د هیم ۰ 


را درنظر بگیرید و جد ول‌هريك از روابط زیر زوی ۸ را 


ی 


[ (0, ج) زر (0,0) , (0 , 5) 7 (۵,د) ) 8 
([ (ط, 6) , (ه , ظ) ۰ (ط,ط) ] و5 
([ (ط,4) , (طیع) , (0,2) , (4,ج) ]12 


10 2412/3۰۰۰ را در نظر بگیرید و جد ول رابطه زیر روی ۸ را 
تشکیل د هید ۰ ۰ (۷(>۱4+) مهن رد (لارد) )عاز 
حال به سوالات زیر در مورد 5 پاسخ د هید : 
(الف ) آیا برای هر م, ٩‏ ۰ (عدرعد) ٩‏ ۱ 
(ب) آيا برای هر 2۸ + ۰,۷ اگر ظ . (۷,<) آرگاه . (عدر) ؟ ۱ 
(ج ) آیا برای هر ۸ 2,لا,» اگر 8 ۰(,) و 8 ۰ (2,) آنگاه ‏ و (وی) ؟ 


در این فصل رابطه خاصی رابنام تابع معرفی می‌کنیم و برخی از خواص مهم آنسرا 
ات م‌تماییم * مفهوم تأبم نقش‌بسیار مهمی درکلیه شاخه های رباضی دارد *د رفصول 
بعدی برخی ازکاربرد های تابع‌را خواهیم دید ۰ 


۳-۱: مفاهیم اولیه : 


در این قسمت تابع‌را تعریف م‌کنیم و برخ از مفاهیم اولیه آثرا بررس ی‌تمائيم ۰ 


۳-۱-۱: تعریف : 
رابطه عيك تابح است اگر برای هرملع پزيك لن یکتا در۲ممم _بروجود د اشته باشد 
بطوریکه بخ ۲ 2.بعبارت دیگر رابطه ۴ يك تابم است اگر و فقط اگر د اشته باشیم : 
(و- و۵ چست ۴۵۸۰۲ ۷۷۵۷ 
در مبحث توابع معمولا بجای چم ۲ می دوبسیم (بم)] و می‌گوئیم هم مقد ار تابع ‏ در 24 است* 
پس با اين نمادگذ اری رابطه ۲ يك تابع است اگر و فقط اگر د اشته باشیم : 


((۵) ۲ - ۲۱ چس )۷ ۷ 
۲-۱-۲ مثال : 


( الف ) رابطه [(۲, ۵), (؟ , ۲(,)۳, 0 < ۴ يك تابعاست , زیرا که ملاحظسسه 


می‌شود , برای هر ع میم فقط و فقط يك ۲ مرورع فزوجود د ارد بطوریکه ۴ 8,۵(6) با 
م۳ . 


اب ) رابطه ((۳۸)۵-۵]> قمه | زره ) ] ۴ يك تابع است , زیرا که د اپیسم : 


و -واج» - 8-۸8 جس ۴( 6۲۸ (۱۵) 
(ج ) رابطم؟, ۱/,(] 2۱۶(:6 2 يك تابع‌نیست , زیرا که ملاحظه می‌شسود 
۴ (وااو 6/۴( و ۱) و ۰۲ 
(د ) رابطه ( (۱- لبم ۴۸ع یه |(۳:3)]ع] بك تابم‌نیست , زیرا که 


6( و2 (آک دم() و م۷۲ ,۳۳ 
نماد گذ اری: ۶ 


معیولا" توابح‌را با حروف کوجك الفبای لا تین ماند 84 »...نان 9 
نیز در ایدجا 4 این نماد ما برای نمایش توابع استفاد ه خواهیم کرد ۰ 


۳ تمیین_ز 

کد امیك از روابط زیر يك تابع است : 
( الف ) ((۵-۱*۱ )۸ ۴ 2۰۵ |(2:۵)] ۲ 
(ب) ۱( <۵) ۸ 2:۸۸ |(۵معم) 1 - 5 
(ج ) 3 ا(۵:*) | ۶ ۴ 
[د ) [( ۷ د۰)۵( ۰۱۵۱۳۸ |(۵ مه) ۲-۱ 


فرش کلیم ۸ و 9 دو مجموعه با شلد ۰ در اینصورت " يك تابح از ۸ به 9 است,اگر 
(الف ) 9 ۷( ۶ ند 
| (ب) 1-۵ مسهاه 
(ج ) يك تابع‌باشد » 
اگر يك تابع از ۸به 8 باشد آنگاه می‌دویسیم 8ج ۴:۸ بطور خلاعه : 
(رزاگ-( »6ج ۸۷۸۷۵ ۸ سم ۸ ۸۰5 ۴) چه( 8ج ۴:۸) 
اگر يك تابع از ۸ به ۸باشد آنگاه م‌گوئیم ‏ يك تابع‌روی ۸است ۰ 


صفحه : زره ۱ 


۲-۱-۵ : متال : 


( الف ) تابولزرعی ار چا > و۳ |(۵ده) | -۲را می‌توان بصورت زیر نشان داد : 
جب ۲ ۱ 
۲ 2 (#) + 

( ب ] غرنن کنیم ۸ يك مجموعه باشد * تحریف م‌کنیم : 
۱2 


۲ ع< 1۸۱ 
در اینصورت م-| تایح همانی روی مجموعه نامید ه می شود * 


۱ (ج ) فرتن کنیم ۸ و ۵دو مجموعه و طعصر معیی در خ]باشد * تعریف می‌کنيم : 
5 ج ۸  ,‏ 
ص - ۱ )۴ 


" در اینسورت گرا يك تابع ثابت از ۵ به ‏ با مقد ار ثابت و می‌نامیم ۰ 
هس | س ۲ : قجبیه ؛ 


فرش کنیم + و ۸ دو تابع‌با شند ۰ در اینسورت جع <اگر و فقط اگر زعم«مله < مه 
وبرای هر 4 داشته باشیم (#)8 - (۷) ۶ 


اثبات : اگر چ < آنگاه روشن است که واه یو بحلاوه برای هر » د اریم ذ ‏ 
2( ره ) جسه ۴ (ن ۰*) 
۲( بت 
۱۳ و ۱ ۵-۲ 
حال فرذرکنیم بچ موه سوه وبرای هر 2 د اریم(م) و - ( ید /رنشان می‌د هیده ق < ۰۴ 


بعبارت دیگر برای هر ۸ داریم : 


بدا به ۲2۲-۵ (الف ) : سوه ع هچ ۴ (ن «) 
بنابه فرنز هسوک : 8 سوه 2 جت 
پنا به ۲-۲-۵ (الف) : (و> (بق )2 جس 


چون 2 > ( :7 بس ( و چون > (وّمه) بس () و 5 بنایه فرض() ‏ « (6 برای 
هر 2 و در نتیجه بز-ل* بنابراین 8 (۵:)* بطریق مشابه اگر وء رورم آنگاه ۴ (وره) ۰ 


بنابراین ۰-4 


۳-۱-۷ : مثال 


بح[ آو۳) و (* و؟و (کوا) - ۴ را در نظر م‌گييم + بدایه ۲-۱۲ -۲معکوس 
۴ بعنوان ن يك رابطه ِِِ [۱ ۲و تا .ملاحظه می شود 
که 7 زیرا که 3 او ۲)و >( ۲و او ۲ ۱2 * بدایراین معکوین 
يك تابح‌بعئوان ی يك رابطه در حالت عوسی يك تأبح تیست * در قسمت بعدی این فصل يك 
شرط لازم و کافی برای اینکه معکوس يك تابح , يك تابح‌باشد , خواهیم یافت * 
۲-۱-۸ قضیه : ۱ 3 ۱ 
اثر ۶ و 9 دوتابع باشند , آنگاه 8 و ۳ نيزيك تابع است ی د 3) «سوأم : 
9 + بمسر > ( 6۴۰۷ ویک شرع لا زم وکا برای ایناسسسه 3 
سوه ع ( هد خ) میک برقر ربا شد این است که ج«سّه > آل نم « 

اثبات ؛ 


می د الیم که ۵ يك رابطه است * برای اینکه ثابت‌کنیم ۲۰2 يك تابح است بایسد 
«شان د دیم؟ه بای هروه و و الق 3 ]رو انا 5 90 
> (3)بس وج ره که ۲ ۱ 
6 (۵:) و 6۴( ۵ 
چون 8( د*) پس ل‌وجرد د ارد بطوریکه : 
۰( ب و ۴( 9 
چم وق بد مابع استد 6 > (جبح) >( ,6 بسن همچدین چون یه تسج 
است و که (و) د ۲ع( و ب) دای دق بس رخ - ۰8 بدابراین هيك تایح است * 
دشان می‌د هیم 8 «سوله ک ( )سوه 
پنابه ۲-۲-۵ (الف) : (8 (ج مه 3 چب (۴۰8) «سوله ء 2 
بنابه ۲-۲-۲۴ : (۵,3(>۴ 68۸ (۵ )30 3 3 ج 


بنا به ۲-۲-۵ ( الف ) : وله ع »2 چس 
پس 8 سیه ‏ ( ۲۰3) سوه . 

همچنین شان ى‌د هیم. . 8 سور و ( ۳6 ) سصل. 
با به ۲-۲-۵ (ب) : (۰۵(۴۰۵) ) 3 چ (۴۰8) م2 > ۵ 
بتا بو ۲-۳-۳۴ : ( > (2: )65۸ (۵:)) ل 2 3 ج 
پنابه ۳۴-۵ [ب)؛ سصدر و7 چد 
پس ۲ سمور ع (۲۰6) معیر. 

حال نشان مد هیم کجپیه-(۴۰8) «موله اگر و فقط اگر موه ع بو برصلر . 
فرش کنیم له -( )مه و نشان می‌د هیم که سوه > وممد. 


پا به ۲-۲-۵ (ب) : ( >( به)) <- 2 ممب ق 
بنا به ۲-۳-۵ ( الف) : «سوله ع 4 چت 
دا به فرش 4( )ی : ( ۴۰ ) سوه به چد 
بدا به ۲-۲-۵ ( الف ) ؛ 6۰8۱ (۵:/*) 37 چد 
تایه گت رم رم و (وره)) و3 جد 
بنابه ۲2۲-۵ (الف) : موه > چب 


چین ‏ > (ل«») و ۵( و 5 يك تابع است , پس لعل و درنتیجه ‏ مسوه > ۰ 
بنابراین ۴ سوه > مق سعط . 
حال فرش‌کنیم مره > ببس و نشان می‌د هیم که 3 -( ۴ ) «سولم.د یدیم که 
سوه > (3 ۲۰ )سوه ۰ دشان می‌د هیم که (۳۰۵) سوه > سوه . 


بدا به ۲2۲-۵ (الف ) : (3» (۵*)) ۵ 3 چ و سوه ع « 
پدا به ۲-۲-۵ [ب) : وسمی ۲ج 
بدا به فر ض ک موه ک 3ستد : ۴ مسوگه ء دا چه 
۰ بدا به ۲-۲-۵ ([الف) :۶ 0 3 ( و .)) زر سس 


پس تتیجه م‌شودکه 3 ء (ی,»)و ‏ 6۴ (حَدق)۰ بدابراین8»ع( و« و در نتیجه 


3« > ۰ پس 3 سوه - ( ۴۰8 سره . ۱ 
فرض‌کلیم | و 8 دو تابح‌باشند * بنایه پا مه ٩‏ ۲ , 0 يك تابع است؟ د رایلصور نت ۱ 
" 8( چم (م) (و) و( 
(ع > (2ن 62 (۵:*)) 6 3 جب 
((۵» 435-۳ (م ون ) ن 3 جب 


((80) ۴ - و2 جح 
 )902((‏ -( (۳۰۵) 


اگر 8ج 4 ول جظا 8 آیگاه اجب ۸ : 80 


اثبات : 
پنا به ۱۲-۰۱-۸ ۴ يك تابع است ۰ چون 6 > مس ۹۵3-5 پس 
2 عرصمور و با به ۲-۱-۸ دگل( 90) صله همبنین بنابه ۲-۰-۸ , 


/ 
1 
۱ 
۱ 
پس‌برای هر »2 د اریم : ۱ 
1 
۱ 
ُ 
/ 
۱ 
ٍ 
1 
۱ 
۱ 
8« ع (۲ 6 مد * بداء براین ‏ 80 يك تابح‌از ۵به 6 آست و بحنی مت سس 


۳-۱-۰ : منال : 
( الف ) اگر چج-چ .۴ بطوریکه بو - (ه) ‏ و 6 ج-0: 8 بدوریکه ۰۲7  )(‏ آداه 
د اریم جرج ۳ : ۳*38 و اج ۲ 7 ۰ 


| )»رصق 7 د(»( وم ۲2 -() 8 - ((۴۶) 8 ۰ 

5 ( ب) فرض کنیم مرو 6 دودجموعه باشند و تابح‌ظ ج ۱۵ گرا در دشر ب‌گيريم * اکسر 
مرج مر :را تابع همانی روی باشد. که در ۵ ۳ ۲۰ [ب ] تعریف شد 0 ۱ 

وج و :ور 1و وبحلاوه دیرف ۴6 زیسراکه 2 «ببواه < >(یاه۶) مسواه وبرای هر دار 


نت رام تست نش نگ 


(ع ‏ ((1)2) ۴ ع )ها ۰ ) 


بطریق مشابه اگرتابعم بج تابع ماس روی 5 باشد شاه 0۴:8 نا 
و # ۴ هرا ه ۱ 
تذکر ؛ 

( الف ) اگرگر وس تابح‌باشند آنگاه بدا به ‏ ۲-۲-۲ داريم : 


(۰)6۰ - ِ(9«#ٍٍ« 
(ب ) اگر ۶ يك تابح‌باشد آنگاه تعریف م‌کنيم ‏ ۳ و 6۸۴ 2 بدور کلی برای هر 


عد د دابیعی ۲۱ , ۳ بوسیله تعریف بازگشتی زبر تعریف می‌کنیم : 
اگر ٩2۱‏ , آنگاه 2 
۹ 
اگر ۲۱ , آنگاه گه لا< ۲. 


نس کی ۰۰ ۳ 
در هريك از بند های زیر ۵ و ۵۰۴را مشخص ممائید * 
(الف ) ]جح ,بطوییکه | بمب( گر و ۵ ج-8:8 بطوریکه  ..‏ ( . 


(ب) چ ی ۰3( ۲ بطوریکه بل( و اج ۳ :3 بطوریکه ۱+ () 5 . 


۳-۱-۲: تعریف : 
تایع 9 ج- ۸ را در نظر می‌گیريم * 


( الف ) تایح مبج 4:8 يك معکوس چپ ۴ نامید هم شود اگر ما5۲ . 
(ب) تابع پمپ 4:8 يك معکوس راست 7 نامید ه می شود اگر 1 ۷4 


/ 
(ج ) تابج ورج-3] :+ يك معکوسگنامید ه می‌شود اگر ۴ يك معکوس چپ و يك معکسسوس 
۳ 7 ۱ 
راستگرباشد ۰ بعبارت‌دیگر پر ۳۴و چه گرد . 


۲-۱-۳ : مثال : 


( الف ) فرش کنیم (۲ورع هو [ت,طمه ] - 5 . تابع ع ج و :زرا بصورت زیسر 
تعریف می‌کنیم : 
۶( و ع(۲)۲ 
در اینصورت تایح پر چ_ 8: که بصورت زیر تعریف می شود يك معکوس چپ است * 
ا-(2) 8 ۰ ۲-(ط)8م 6(2۲) 8 
زیرا که د اریم 
نو( (2۳۴) و )۱8۳۶0۷۰۵۶۵0-۵ 


و در نتیجه ره -]ه 8 بطریق مشابه می‌توان نشان دادکه تابم زج 8 : 8 دیز که بصورت 
زیر تعریف م شود , يك معکوس چپ است * 
امه ۲( و 0166(<۱ 

ملاحخه می‌شودکه "و باق و در نتیجه معکوس چپ يك تابع‌در صورت وجود درحالسست 
عوس یکتاً بیست * 

(ب ) فرش کنیم [۲واوا| - ۸ وطر6تایع ۵ ج-4 :گرا بصورت زیر ری و کنیم: 

بو ۶( عنم و ص در + 
در اینصورت تأبح زپ 6:8 که بصورت زیر تعریف می شود يك معکوس راست گر است* 
ا(ع) و ۲-( 776 

زیرا که د اریم 


سک( ی ۳ ي روط( هم( ( 9 
و در لتیجه جر ی بطریق مشایه م‌توان نشان د آدکه تابم پر 8 و 
ی يك محکوس راست #است * 
ِ و ۲ دی # 

در اینجا ملاحظه می‌شود که #7 واین مثال نشان می‌د هد که معکوس راست يك تاسح 
در صورت وجود درحالت عوی یکت بیست* : 

ج ) اگر 2 يك مجموعه باشد آنگاه تایم همانی وا معکوس خود ش‌است * زیرا که 
۳ دارم : . »ری چه - ((یف) چبه < (6(و ه جا) 


صفحه : ۱۱۴ 


و در لتیجه 2 وم هچ 
اد ) تابع جججم بطوریکه ‏ . (+) را در نظر می‌گیریم * در ایلصورت تایح 
جع :۲ بطوریکه ,۲2 < ( یله معکوس ‏ است * زیرا که برای هر 9 د اریم : 


۹ ‌ ۲ ۱ / 
۶( 2۲( )۶ (صب۶) ۶ (م)(۴م؟)د بو ب لد (۲) گ -(( )۴ - () ( ۴۰ ) 


و در لتیجه 4 ی ۴۰ 
[ ه ) فرض کنیم 1 ۱ [- ۸و امه ]-طتابع 9 ۵ :گرا بصورت زبر تعریسف 
می کلیسم : 


۵ ۱(2) وه -()) کر 
در ایدصورت رد ارای محکوس چپ یا معکوس راست دیست ۰ زبرا که اگر 8:8 یسك 
معکوس چپ گرباشد , آنگاه ‌ 20۴ و در نتیجه داریم : 
الم و -((۶0) ۵( (6مو) و ۵۵-۲ -((0 0۱-366 (20۴) 
که يك تاقض است , زبرا ۰ يك تابع‌فرض شده است » بطریق مشابه س‌توان نشان 
داد که د ارای معکوس راست نیست ۰ 


۲-۱-۶ تمیین_: شان د هیدکه : 
(الف ) تابع در ۲۰۱-۳ ( الف ) دارای معکوس راست تیست ۰ 
1 ب) تایح کرد ر ۲۰۱-۲ (ب) د ارای معکوس چپ لیست ۰ 


۲۰۱-۰۰۵ : قضیه : 


تابع‌ج چم .۴ را در نظر می‌گيريم * اگر 7 و77 بترتیب يك معکوس چپ و یسساه 
معکوس راست ‏ باشند , آنگاه 3-7 
اثیات : بنابه ۲۰۱-۱۰ (ب) ؛ 


8-8 


بدا به فرش و ۳ 
بدا به تذکر بعد از ۴-۱-۱۰ بند ( الف) : ۰( 0<) - 
بدا به فروض و ٩‏ : 4 ِ 
بنا به ۲-۱-۱۰ (ب) : - 


۲-۱-1 : لتیجسه : تابع‌معکوس يك تابح در صورت وجود یلتاست ۰ 


اثبات : 
/ر « 
تابع 8ج م :را در نظر می‌گیريم * فرش کنیم توابح 2و 6 دو معکوس ‏ باشند ۰ 


/ 7 
در اینسورت چون ۲ يك معکوس ‏ است پس یك معکوس چپ ۴ است وچون * يك‌معکوس 
7 / 
۴ است پس يك معکوس راست ‏ است * پس بدا به ۳-۱-۱۵  "‏ ۰6 بدایراین تایح 
معکوس + د رسورت وجود یکتاست * 


(الف ) فرض کنیم ۳ يك رابطه باشد * در اینصورت > يك تابع است اگر و فقط اگسر 
چگ مبوله, ,این مطلب‌را در زير اثبات می‌کنيم * اگر اج +موله :۲ آیگاه 
بدابه تعریف این نماد , > يك تابع است * اگ رگ يك تابح‌باشد آنگاه بنابه تعریف د اریسم 
بنابراین اگر گر يك تایح‌باشد آنگاه مجموعه های ۸ و ق] وجود د ارند بطوریکه 5 چ۵: 
زیرا که کافیست فرش کنیم گ 2-۵ و گ سم ء 5 . 
(ب ) اگر 7)ريك تأبع‌باشد آنگاه از ۲۰۱-۷ نتیجه شدکه معکوس ۶ بعئوان سك 


۳ 3 
رابطه یعنی ٍد رحالت عومی يك تابح دبست * در قضیه زیر ثابت م‌کنيم که ۶ یسك 
تابح است اگر و فقط اگر تابحمروزب_ «موله :۲رد ارای يك تابع‌معکوس باشد * 


۲۰۱-۰۷ : قضیه : 
فرض کدیم يك تابح‌باشد وله ۵ وگ مص- 5. يك شرط لا زم و کای برای اینکه 
۳۹ / 
۴ يك تابح‌باشد این است‌که 5ج :گرد ارای يك معکوس مانند گ باشد ودر اینصسورت 


۴ 
اثبات: 


1 اِ- 
فرش کنیم گيك تابح‌باشد » نشان می‌د هیم که گيك تابح‌معکوس گاست « بدا 
۳ ۵ از 
به ‏ ۲-۲-۱ | الف ),9سر مهو -مسل - #سعدود رنتیجه هجو ۰۶ 
رآ ث#- 
حال نشان مد هیم که را ۰و 4 - ۰برای هر # اگد و («)(ع جع ای 


داربم : ۱ ۲ 
نا به ۲( ۸۵ (6:۵) 3۵ ج 6۰۶ >( :۰ ) 


۳ ا- 

با به ۲-۲-۱۲ ( >( دن) ۸ 6۴( مور ) 2 جد 
۱ ند 

پا به فرض‌تا:ج بودن 9 کم > ح- 


و 
پس برای هر بو د اریم بو -() ( هگ و در لتیجه و۲2 ۲ بطریق مشابه ثایست 


سح / 
مشود که رف ۰ بدابراین ‏ د ارای معکوس است و اگر ‏ يك تابع‌معکوسگباشد 
ات ۱ 


آنگاه بدا به ۲-۱-۱۲ که 
َ - 
حال فرض‌کنيم کرد ارای يك تابم معکوس ۶ است * نشان می‌د هیم که يك تایسیع 


است ۰ رات ی ۳ 1 تیایتگونی لاش یدزی زر 
م ۳ 2 ی 

نا به تعریف : (۵ ۰-۴ جه > (۵:۶) 

نا به تایم‌بودن ۶ ((د) )۴( ۲ جچه 

بدا به تذکر بعد از ۳-۱-۸: (و ( ) -()جچه 


بدا به فرش : ۳ ( ٩۵‏ -(۶) چم 

بنا به تعریف یج : ۱ < (۷) ۲ جه 

بنایه تعریف : > (۵,«» چه 
اب 

بدا به ۲ ۲-۲-۱ : ۲( جح> 


1 
بر و درلتیجه گريك 8 همان ات ِ 


لك تابع با شد ی و «بورت تایح مه؟ وت و وج ود یکتا » 
ات 0 براشد ف‌ 


اات : این نتیسجه 1 ۲۰۱۲ و ۲۰۱-۱۷ بد ست می‌آید * 


۳9 دارای معکوس باشد 8 را يك تابح مه کوس پذیر س‌نامیم و درغر 
اینصورت گ را يك تابح محکوس داپذ یر خوا میم نامید * . 


: ۲-۱-۰ 


کد اميك از توابع زیر معکوس پذیر است ؟ 
(الف) ۶ چب ,]۶ بطوریکه ۶+۱ 2 (#) ۶ .. : 
(ب ) 2ج :6 بطوریکه - ۴00 . 
(ج ۱ ص۲2 ِِ بطوربکه 2 <(9) / 


اد ) (مل1-ع ج(ه) - :مب ب ویک -(د) 6 . 


۲-۱-۱ : تمرین : فرض کنید "] يك تابح‌باشد *نشان دهید که : 


انا ((م وه #سدعن و3 |ع] سم 


(ب ] [(()- و سیم ع *) 3۷ | ] -#سصاز 
61 سوه ع بر | ۸۱ - 


۲-۱-۲ : تمرین 


فرض, کنید2+8 :و 7 ج-3] :8 د و تابح‌معکوس پذیر باشند * در ایدصورت نشان 
دهید که : 


(الف) ‏ ۶معکوس پذیر است و 0 
اي ات اه : 
(ب ) 3 معکوس پذیر است و ۵ 2 (۰)9۰۴ 


۲ توابع‌یه بيك , پوشا و دو سوس 

در واقع‌توسط آین شرط لا زم و کافی می‌توان توابع معکوس پذیر را بسهولت شناساشسی 
۱ نمود و همچدین توسط آن م‌توان بسادگی مثالهای متعد دی از توابع معکوس پذیرارائه 
۱ کرد * بنابراین کاربرد این شرط و لا زم و کافی در رایطه با توابع معکوس پذیر بسیار 


مهسع است ۰ 
۲-۲۰۰۱ : تعریف : تابحج جم :را در دظر من‌گیریم * 
(الف) 2 يك تابع يك بيك است اگر داشته باشیم : 
( مه جوم چ ( )گر( )۷۶۲ ۷۸ 
(ب ) گر يك تابع‌پوشاست اگر برای هر 3 ع ژايك 26 وجود داشته باشسد 


بطویبکه گ()گ ‏ بعبارت دیگر ‏ 6 -سمجر. 
اج )۲ يك تایح دوسوثی است اگر ۶ يك بیك و پوشا باشد * 


۰۰ فا 


(الف ) تایب در ۲-۱-۱۲ (الف ] , يك بيك است ولی پوشا نیست * يك بيك بسودن 
۲ واضح است و پوشا دبودن ۴ باین علت است که8ء > ولیک مت » * 
(ب ) تابم در ۲-۱-۱۳ (ب ) , پوشاست ولی يك بيك نیست * پوشابودن گر باین‌علت 
است که 8 گرهمعور و يك بيك نبودن 2 باین‌علت است که 9 - (۳) 2 (۲)ولی 
۳ و ۲ .۰ 
ی 
اج اتابع ما در ۲-۱-۱۲ (ج )؛ يك بيك و پوشا است " زیرا که برای هر 2 و بوا 
هرّیه داریم : ۳ ۰ 
دح (۸) وه - () 
پس مره يك بيك است و بعلاوه برای هر > و اگر - #۶ آدگاه ژد () با و در 
اد )تابع ۶ در ۲-2۱-۱۲ (د ), يك بيك و پوشاست " زیرا که برای هر »2 و برای هر 
"عم داریم : ۲ ۱ 
و چد سیگ - یگ چ ( )#۴ (*) ۴ 
مه ۳4 
پس ۶ يك ييك است و بعلاوه برای هر 2 > 4 اگر ف ۲- ۶ آگاه دک < ۳۷ 
و در نتیجه کل پوشاست * 
[ ه ) تابع زیر يك تابح يك بيك است ولی پوشا نیست * 
چا ۸ :۴ 
< (#) ۳ 
يك بيك است زیرا که برای هر 2 وبرای هر "6و داربم : 
کم یر چ )۲ < ۷۷ چست (9) < ( )1 
شادیست زرا که : 
نز ِ لجع ]۰۶۱ | 11۶ سس 
(و ) تابع زیر يك تابح‌پوشاست ولی يك بيك نیست 
اجب ۲۰2 
2۱ (۶) 1 


۲ پوشاست زیرا که برای هر 16۸۷ اگر ۸-۵ آنگاه داریع : 
ع ۵۱ ۱ ع 2۱۱ ۴6۱۵ 
يك بيك دیست زیرا که مثلاً (۱-) کب 2۱-۱-۲۱ 2۱۱۱ (۱)ولی ۱- ۰۱3 
[ز )تابع در ۲-۰-۱۲ (ه ) , يك بيك و پوشا دیست " زیرا که -( ۱۲  ۱۱(-‏ 
ولی ۲ 7( و در نتیجه يك بيك نیست و بعلاوه قغج]برمدز و در نتیجه پوشا نیست ۰ 


۲-۲۲ : قضیه 


تابح قجم :را در نظر می‌گیریم * در ایتصورت : 
الف ) اگر وم عررآنگاه و يك بيك است اگر و فقط اگر کر دارای معکوس چپ باشد * 
(ب ) ۶ پوشاست اگر و فقط اگر کر دارای محکوس راست باشد ۰ 
(ج ) ردو سویی است اگر و فقط اگر 2 محکوس پذیر باشد * 


اثبنات : 

(الف ) فرض کنیم يك بیلاست * چون ۸ ۸ پس عصری مانند ۵ در ۸ وجود دارد * 
تعریف می‌کدیم 8-۲۵ :6 بطوریکه 7-( )3 اگر مدع و و ()6 عف برای 
يك 424 و ۶ (و» ق اکر کر مر و بل * در آیتصورت وت *پسرای 

اثبات این مطلب فرض کنیم" ِ- اطع - لو (۳< و (۷)/- ۵ آنگاه 

7 -() 8 و2  )(‏ ولن چون 1 علٍ پس( )۲ -(۷) و چون زيك بيك است پس 

بو در نتیجه () 28( )3 ۰ ار معط دز آنکا مقس - -()2 پس ‏ يك تاسع 
است * نشان س‌د میم که 2 يك معکوس چپ گر می‌باشد , یعن‌نشان می‌د هیسسسسم 
2 2,برای هر یه داریم : 


)9۰۴( )*( - 94 )۵( - 


پس 8 يك معکوس چپ گر است * 
حال فرش کنیم ۶ دارای يك معکوس چپ‌ماندد 4 باشد * نشان می‌د هیم 2 يك بيك 
است * برای هر 2 و برای بر داریم : 


با به‌تیج‌بودن 8 ((۲) 000-8 ج ()۴ ۲۸۰ 


بدا به تذگربعداز ۲-۱-۸ : رل ( م9 ) - () (30۴) چت 
بنا به فرض پر -/0: ره ور )رل تچ 
بنا به تعریف چرا: "یو 0 چب 
پس گر يك بيك است * 


[ب افرض کنیم ۲ پوشاست * در اینصورت برای هرق عم يك ۸ وجود دارد بطوریکه 
< () برای مر 5 6 يك 2 محیس در ۸ انتخاب س‌کنیم بطوریکه - () ۴ 
در اینصورت م بر : 16 بطوریک هگ( 9) 4 يك تابع است و بعلاوه برای هر ش‌داریم , 
ل -( ۵ - (( )۴ -(۵)( 7 ۰) 
پس وه دک مرو در نتبجه گر دارای يك معکوس راست است * 
حال فرض کنیم ۶ دارای يك معکوس راست مانند ‏ است * نشان س‌د میم که 
۳9 ۱ (۵ . 
پوشاست * فرش کنیم ۶ * در اینصورت چون ‏ و4 7 هکرب و (وه ( )و در 
نتیجه لم-((و ی گر ۰ بنابراین اگر (ع-یوآنگاه مع نو و 6 سس ۲ 


پوشاست و 


دج | !ز دو بند (الف ) و اب ) لتیجه می‌شود ۰ 


کی 


در اثبات بند (ب اقضیه فوق که با فرض پوشا بودن گر وجود تابج پمپ 8 7 
بطوریکه برای هرق ع 9 س‌توان بومیعنی را در ۸ انتخاب کرد که-()4 و () - وه 
فرض گردید * در واقع‌اين فرض توسط يك اصل مهس در رپاضیات که به اصل انتخساب 
معروف است امکان پذیر می‌باشد * در فصل 9 اصل انتخاب را بیان م‌کنیم و درآدجا 


میتسه موس 


توسط این اصل اثبات دقیق بند [ب ) قضیه فوق را خوا هیم دسوشت * 


۲-۲۰۶ : نتیچه : 
اگر 8 ج 2 :و ت۳5 : ق‌دو تابع دو سوین باشند آنگامت 80:4 يك تابع 


دو سوین است * 


اثبنات : 
چون ‏ ول دو سوین هستند با به 5 اوه معگوس پذیرند ۰ 
۵ ۱۳ 3 (ب ) « 20 معکوس پذیر است و در نتیجه بدا یه ۲-۲-۲۴ (ج )* 
۶ ۵ دو سوپی است * 
نتیجه فوق را م‌توان بصورت زیر تعمیم داد : 


۲-0 : نتیحه 
جوم :مگ 
اگر توابح ۲ ۸ چ رم : ۳ چ (4 ۸ دو سویی باشند , آنگاه 


ادج رم : اه اه ۰.۰ وورگردو سوین است * 
اثبسات : توسط استقرا این نتیجه را اثبات م‌کنیم * 
پایه استقرا : اگر ۱- ۱ آنگاه اثبات روشن است ۰ 


کام استقرا : فرض کنیم که نتیجه برای ‏ برقرار است و آدرا برای ۱+ اثبات می‌کنیم *بىا 


به تذکر بعداز۳ -۲-۱ داریم ۱ 


۲۰ نگ ین ج ۳4 9۰۰ که ۳ 


پنا به فرص تاه که ۵ مرو ۱+ زد و سوین هستند و درنتیجه بنا بسه 


۲۰۱-۶ تابح هه .هورگ ه وگ دو سوپی است ۰ 


۲-۲-1 : تمرین : 


(الف ) تایح 5 ۸ 1 را در نظر می‌گیریم و تایح( ج 5 2 را بصورت زیر تعریسف 


کون 2۱ 
[ط-ری ۰۰۸2۸۷ | <(ط)ج 


دشان د هید که اگر کر پوشا باشد , آگاه و يك بيك است ۰ آیا عکس این مطلب د رست 


است ؟ 
اب ) دوتایع 8ج :۶و اج :۵ را در نظر می‌گیریم * تابع ۵ 5اجب ج ‏ له 
را بصورت زیر تحریف می‌کنیم : 
(() رک > (و مس 7 
نشان د هید که اگر وق دو سوی باشند آنگاه ۶ نید دوسیی اه 
اج اتوابع 9اج و هج 8 : 2 را در دظر می‌گیریم * ثابت کدید که اگر 0۳۴ يك بيك 
باشد « آنگاه "4 يك بیك است و اگر 20۴ پو شا باشد , آنگاه ۵ پوشاست *نتیجه 
بگیرید که اگر/80دو سوپی باشد « آنگاه يك بيك و 9 پوشا است * با ارائه یسك 
مثال ناقض نشان د هیدکه عکس این نتیجه در حالت عموس برقرار نیست * 


۲-۲-۷ : تمرین 
فرض کنید ۸ و 6 دو مجموعه باشند * تشان د هید که : 


(الف ) اگر ۵ -4 آنگاه دقيقاً يك تابح‌از ۸ به 5 وجود دارد * 
(ب )اگر ۵ مرو ۵ 82 , آنگاه تابعی از ۸به 5 وجودندارد * 


تذکر: تابع ۸۵-96 : را در دظر می‌گهریم * 
(الف )اگر 2 ع, آنگاه بنا به ۲-۲-۲۱ داريم : 
۷۵6۷۸۰۲۵۵۸3 3 | < ]۴ 
۱ 1۴۳۰۰ د[۷] گ 
همانطوریکه در ۲-۲-۲۱ گفته شد , [(]مجموعه تصویر * تحت تابع لاست 
و البته از تعر یف روشن است که يك زیر مجموعه 5 س‌باشد * همچدین روشن آست که 
۶ مم ۰۶۲۵ 
(ب ) اگر رابطه گرا در دظربگيريم و 5 آنگاه بنا به ۲۱ ط -۲ دار یم : 
1 1( ۵,۶۶۴ ۸ )۱۸۱38 -[۷] # 
۲( (۵,*) ۵۷۸) 1۱3 - 12 9 


ی 


1( و۸ ۷ع وق ۶ 


یا ۳ ۶۲۳۷ 


ینا به ۰۳-۲-۲۱ [۷] گمجمومه تصویر لا تحت رابطه "است و البته زیسر 
۹ 
1- 
ایدجا دقت کنید که لزوماً يك تابم نیست ۰ 
اج )اگر ۸ر, آنگاه بدا به ۲-۲-۱۷ داریم : 
1( 2۴ ۲۸۵ 2 # | (وبه) ] - ۷ 3 
چون - يك تابع است ,بسهولت دید ه م‌شود که ۷ | نیز يك تابع است و در واقع داریم : 
طج( ۱( بطوریکه (:2) کر >()(( | 

همانطوریکه در ۲-۲-۱۲ گفته شد , )(/گ تحدید یا تقییر تایج کر روی ‏ تامیسد ه 
می‌شوح: * 

از ۲ ۲۰۲-۲ قضیه زیر را داریم : 
۲-۲-۸ : قضیه 


تابح 8 چم گرا در دظر می‌گیریم و فرض می‌کنيم )زو ۸ 2 *دراینصورت 


دارم : 
(الف ) (| ۴) سمحر - [] ۴ 
اب ) ]نا ]۶ - ۲۷۱۷ 1 
۳ 3 
زد ) ۴۲ج ]۲۲۳-۴ 
۳ [ ]۴[ ] ۲ چ ۷۶۷ 


۳]4[- 7 


۲-۲-۹ : تمرین : 


(الف ) مثالی ازيك تابع‌چمم: و زیر مجموعه های و ۲ از هارائه کنیدبطوریکه: 
۳ 


اگر تایح 9ج م را در نظر بگیريم آنگاه تحت چه شرایطی تساوی 


[ ]0[ ]۴[ ۱۷)] ۲ برای هر دو زیر مجموته او« از (/ برقسوار 
است ؟ 
(ب ) مقالی ازيك تابع 9اجم .6و زیر مجموعه های * و < از /ارائه کنید بطوریکه : 
ل ۵ کل ] تر ۳ 
اگر تابع 8جمم:را در نظر بگيريم آنگاه تحت چه شرایطی تساوی 
[ (-۷] ۴[ »ر]-[] گر برقرار است ٩‏ 
(ج اتابع 9ج ۸4 :را در نظر بگیرید * فرض کنید ۸ مجموعه ای از زیر مجموعه های 
4 باشد , بحتی(۳)4 عم نشان د هید که : 


۶ -[ هن ]۴ و [*]۸1>/0۶] 


۲۰۲-۰ : قضیه : 


تابع 2 چ هر بر در نظر می‌گیریم و فرش می‌کنيم 5 ع( و 8 2 .د رایتصور 


داریسم : و ب ۲ ِ" 
زارف ) 0 ۴۲لا زا ۴ - وان( ] گ 


۳۲۷۵۷ ۲ ۴] 07 ۳ 
1-۷ ۲۷۱-1 ۳ 


اثینات : 
(الف ) از ۳ ۲-۲-۲ (الف ),نتیجه می‌شود ۰ 


با ِ- ِ- 
(ب ابنابه ۲-۲-۲۲ (ج ا,داییج ]0۴ [6]۷ 2 (۷۸] عٍنشان م‌د هیم که 


۲۷10۴۲۲۳۲۰۸ ۴ 
ناه تحویف اشتراث زب عبیر [۷]ع ج ۷ ] ۲۷5 ۰۴ ۷ 
نا به ند اب آتذکر بعداز ۲۲۲۲ یویر ری ۶ چد 
بنا به تعویف اشتراك : ۷۲ 6 ( چب 
اه 0 بان #۲۷۷۲7 چد 
س زب ]2 ۷۸۷۹ 
اج ) بدا به ۲2۲-۲۲ (د ۷1 0 - ۷ نان مد ی 
۲۲ - -[۲۷ > -۷] 3 
بنا به بند (ب ]تذکربعداز ۰۲-۲۷ ۶ب -6۷ () چد 1[ ۲-۷ > بو 
بدا به تعریف تفاضل دو مجموعه : ۷۸۲/۳ > (م مگ چه 
بنا به بند (ب ) تذکر بعداز ۲-۲-۷ : [ ۲ ۸*۶۶[ ۶۶ج 
بنا به تعریف تفاضل د ومجموعه : ]۸ ب 9 هه 
ِ #۳ [ عم دب ] 7 
۲-۱ : تمرین : 
(الف ) تابح چپ چم .را در نظر بگیرید و فرض کنید(۳)8) > 2ل)نشان د هید که 
۳ (- 
۴ ور ۲۳۱۳9۳ ك 
(ب انایع سم ۶ را در نظر بگیرید * اگر 2 ع)(, آنگاه نشان د هید که 
[۲ ۲ ۶ > تحت چه شرای تساوی [[ع]۶] ۶ -(برای هر زیرمجموعه < 


از برقرار است ؟ 
(ج ) تایح جچ_ ).را در نظر بگیرید ۰ اگر ء پررپر ج/ آنگاه شان د هید که 


۶۲۶۲۲۷۱ 


[د اشان دهیدکه ع«- 5 :۶ يك بیك است اگر و فقط اگر برای مر دو تایع و و 7 
از 4 به 5 تساوی4/- ۰2 نتیجه بد هد ۱8-7 که درآن 2 يك مجموعه 
د لضواه است * 

( «. )نشان د هید که 5ج-۸: پوشاست اگر و فقط اگر برای هردو تابع 8 و از و به 
0 تساوی 30۴ نتیجه بد هد ۱ که درآن ) يك مجموعه د لخوا ۰ 


۱ یت ۰ 


۲-۳ : ضرب عموس مجموعه ها 


در این قسمت مفهوم ضرب عموس مجموته ها را معرفی س‌کنیم * از این شهسومدر 
فصل ۵ در رابطه با اصل انتخاب استفاده خوا هیم کرد * چون حاصلضرب عمومسی ؛ 
مجموعه ای از توابع می باشد « این مفهوم را در اینجا معرش می‌کنیم ولن کاربرد آدسرا 
به فصل ۵ موکول خوا هیم کرد * 


۲-۳-۱ : تعریف 
فرض کنیم 7[ يك مجموعه و پ#‌يك مجموعه از مجموعه ها باشد * اگر #موج ز :کر 
يك تابع دو سویی باشد آنگاه می‌گوئيم مه يك مجموعه اندیس دار است * برای هر .ز 


در 7 مقدار | را تحت تابع با 2شان م‌د هیم و می‌دویسیم بر [:4 | < یه . 


مجموعه 7 را مجموعه اندیس و هر عصر آترا يك اندیس می‌تاميم * 


۲۰۲-۲ : مثال : 


مج زو رزهزراز ره ردو [ود]] هرا درظر سیم ؛ اقسد 
1و توا؟ -آنگاه تابع رج-] :که بصورت زیر تعریف می‌شوديك تابع د وسوییاست 
12 ۲ 1-() ۰ 60-۵۵7 و 4۵1 ,۷:(۵]-(۴)۳ 


در اینصورت جر يك مجموعه اندیس دار با مجمونه اندیس 7 است * در ایلجسس! 


2۱-۲۶ » 41 و۵ ۲۶ ۵۲ ۳ #ه و هر ۸۲-1 


اگر چم بك مجموعه آند پس دار با مجموعه آندیس [باشد , آنگاه تعریسف 


مس‌کنیم ۰ 
ها زهنا . رو 4( -ز۱۸) 
و3 1 
۲س ۶۲ ۲ : مثال : 


(الف ) مجموعه آددیس دار در - ۰( در دظر می‌گیریم ی در اینصورت داریم : 
مرا - رل 
آگا 


۵:4۱ وهو9د۲[< 
۸4 - ز1۸) 


14 
۱ ۳۲1 ت 
(ب ) مجموعه زیر را در دظر می‌گیریم : 


وووو. و۲وا وب و۱ ۱۲ ۱3 مه 


تأبع علرا بصورت زیر تعریف می‌کنیم : مب ۸ ۰ 


1و.وا]-(۳) ۴ 
در اینصورت ٍيك تابع د وسوین است و در نتیجه له يك مجموعه آندیس‌دار بسا 
مجموعه اندیس ل(]است * در اینجا برای هر ۲ داريم 7و ... ۰۸۵۰-۱2 همچنین 


۱ : 
ی وت ولا ۵۲ ل۱ 
یج 6۶۷ 


6 ‌ ۸۳ 
له 
۲-۲-۶ : تمرین : 


تساویهای( ‏ ,م۵ و ۱۸-۱ )در ۲-۲-۲ (ب )را اثبات نمایید * 
۳6۸ لجع 


تذ کر اگرم يك مجموعه اند یس دار با مجموعه اندیس 1 و... وا ]< ] باشدآنگاه 


صفحه : ۱۲۹ 


۳ 
نماد های ‏ ۸لاو رم پر بنرتیب یجای نماد لاو 4 بکار برده می 
۱< ۶ : 1 124 
شوند. * همنین اگر #مريك مجموعه اندچس دار با مجموعه اندیس لخباشد , آنگاه 


ماد های و 4 نیز بترتیب بجای نماد های زملاو :۸4( ) بکارسرد ه 


۳۳ برع ۱ 
ی ۱ 
۱ 
آنگاه ِ ۳ را بیابید * 
1 5 [ 44|[ ده ]- ۸0 


اگر [ .وا [< 7 و " 4:1( یی آنگاه ناو (/ را بیابید 


7 واوه واتو. و۱۸۱ ۱ - زو ده و آواوه و ا-و۲- 1 و اوه وا -]] 4 


آنگاه 4 ۲ ۵ ی 


1ج ۲ : تمرین * 


مجموعه های اندیس دار بی نهد ز(زه] ا در نظر بگیرید * نشسسان 


د هید که : 

۱۱ ۳)/ 2۳ 08 ۸ 9۰ 
الف ) (‌ 2 لا 4( 
[ب ) 9 9 ۹ (1)) 
(ج ) (ر8 :۱۵ 0 ت 9/3 0 ل) 


[عل 1»1 [۵6 ِ 


صفحه : ۱۳۲۰ 


(د ) ۱-۵ 1 ی 
(ه) (زق ۵6۷ ۷ ۱ 2 زر نا :۱/۵ 

هل > لگ 24 
(و) ۵:۰ ۱۱ ۲۱۳6۱ ۶« :۲۱۸۵ 
(زظ :4 1 و رها 
از) (زظ5 «:4) ۱۱/۱ - ز۱6) « وم لا 

6 > ل کل 724 
۲-۲-۷ : تعریف : 


مجموعه اندیس دار چ زذ مرا در نظر می‌گیریم ۰ حاصلضرب عموسیهراکه 
با نماد )۲۲۸ نمایش می‌د هیم , بارتست از: 
[ص 
7 و جع () جچت 061 ۱۷۰ ۸ # ج. [ ۳ أ ِ- "11۹ 
هر عضو 4 يك 1 _تایی م‌نا میج و اگر 9 عضو (6) از :را مولفه 
ن 
-01 گی‌داميم * ملاحظه م‌شود که برای هر دو عضو وه در ۵ دایيم : 
۸ 
((۵-(۴ چس 67 )۱۷۰ چم و ۶ 
بعبارت دیگر 2-عاگر و فقط اگر برای هر 21: موطفه ز-|م۲مساوی مولفها-50۱ باشد 


تذکسر: 
تعریف فوق در واقح تعمیم ۶ ۲۱۰-۲۱ است ۰ زیراً که فرض کنیم:[۱۶۰۰.:۱؟ < ] 
و ۲ ...و ] آه.میخوا هیم شان د هیم که د راینصورت د و تعریف : 


۳ 
و 2۱۸۰۸۵۲ عفه | (مه... واع) 2٩‏ :۵ 


۵۵۵۹( ج-1 ۰6 ) ۷۰ ۸ وت ۳ ۳ ۱ 


۳ 
یکسانند * فرض کنیمم(ء(۳و .۰۰ و ,۵) در اینصورت(«۵ه...۱ به) را می‌توان بعنوان‌تابع 
اع) 


ناج .۴ که بصورت زیر تعریف می‌شود « در دظر گرفت " 
( ۱ص ۷ (۲)گ و وه مگ 
در اینصورت ملاحظه می‌شود که برای هر 7 ع] داریمزبمی (:۴6و درنتیجه ی 
۳ ۳1019 

عکس فرض کنیم ۲۳۸۸ 2در اینصورت برای هر 7 42 داریم :4( :0 .اگر برای 

۱ ۵ ۱ 
مرحعز داشته باشیم زه -(:۴6 که درآن وهعنه, آنگاه تابع را س‌توان‌بحنو 
- تأیی مرتب(( و ... وبت) در نظر گرفت * 

بنابراین ۲-۲-۷ تعمیس از ۲-۱-۱ می‌باشد ۰ 


تذکر 
۳ 
صا و 90ج ۳۳ ۳۱۹4۶ 
اگر 03و ۳ ً در / 4اه نماد 2 9 و ر 
برده می‌شود * همچنین اگر ريز[ :#4 آنگاه نماد ۶ بیزیجای ‏ ۲۲۵ 
4 ( 6 


بکار برد ه می‌شود * 
مجموته اندیس‌دار ۵11 1:۲ ۱۲ 11 -#هبا مجموعه اندیس [۲, ۱ [ 
۲ 
را در نظر م‌گیریم * در اینصورت/وخء ۴ -ز ۳۸ بطوریکه ء 8 هکی 
43 
۷ 
توابعی از ۲ به : ۸ هستند که بصورت زیر تعریف می‌شوند : 
7۳ 
(دزنگ ود( ۰9۱۸2۰ -(4۲ 28 ۰( گر و۳ (۷ ره ۲ (۱ ۰2۸ -(۱ 4 . 
در این‌مثال می‌توان تابح را به زوج مرتب (۲, ۱۱«تابح ٩‏ را به زوج مرتب ( , ۱)؛ 
تایح گرا به زوج مرتب (۱۲ ؟)وتابح # را به زوج مرتب ( 4۵ , ؟) نظیر نمود * 
۲-۲-۸ : تمرین : 
اگر < مه يك مجموعه اندیس دار باشدبطوریکه برای هر 167داشتسه 
+ 
۰ 
مجموعه توابح‌از ] به 2 است ۰ 


سل ب 


روابعط هم ارزی و تر تیین 


این فصل به تعریف و بررس خواص روابط هم ارزی و ترتیبی اختصاص دارد * 
مفهوم رابطه هم ارزی کاربرد مهس در نظریه اعداد و جبر دارد * در فصل ۷ که در 
مورد ساختمان اعداد م‌باشد کارپرد مفهوم رابطه هم ارزی را خوا میم دید * روابسط 
ترتیبی نیز دسته مه از روابط را تشکیل می‌د هند و معمولاً با مقایسه کردن آعداد 
از نظر کوچکتر یا مساوی بودن بوجود م‌آیند * 


1-1 روابط هم ارزی 

مجموعه ۵ را در نظر می‌گیریم و ر ابطه 1 را روی ۵ بصورت زیر تعریة» می‌کنیم : 
[ رو« ع) ۸ 6۸رد اد صت) 1 - 1 

در اینصورت رابطه 1 دارای خواص زیر است : 

(الف ) برای هر 2 چون <-<پس برای هرهش 6 ۶ داریم2] 2 ۰ 

(ب ) برای هر۸ع2 و هر ۸ اگر داشته باشیم پر ]عد آنگاه وا دید یا< < 6 و د رنتیجه 
داریم»12 9 * پس برای هر پث 6 2و هر 3 اگر داشته باشیم و [ »2 آنگاه 
داریم 12 و * 

اج )برای هر۸۵:2۵ و و ۸ 2 اگر داشته باشیم بو 7 2 و 13 و آنگاه - 2 و 
7 لا و در نتیجه 2 که نتیجه س‌د م12 2 * پس برای هر 6۸۵۰2 8 
و26۸ اگر داشته باشیم بو 21 وچ 1 پر آنگاه داریم 2 [ع2 ۰ 
حال این سه خاصیت رابطه فوق را بطور کلن در زیر تعریف‌س‌کنيم * 


۱-۱ : تعریف : 


فرض کنیم 2 يك رابطه روی مجموعه ۸۵ باشد * در اینصورت : 
[الف ) ۸ يك رابطه انحکاسی نامیده می‌شود اگر برای هر ۸ 26 د اشته باشیم202» 
بعبارت دیگر : (» (<رع) «حد ۸۵ ‌‌ ۳۷ 


(ب ) ۲ يك رابطه متقارن ِ اگر برای هر 2 و بز در ۵ و2 نتیجه 
بد هد<۸ 0 : بعبارت 
9 رس 2 (1 )۷ ۱۷ 


(چ ) ۸ يك رابطه انتقالی نامید ه می‌شود اگر برای هر ع « و و 2 در 2۲3۰/۸ و 
نتیجه بد هد 22۸ بعبارت دیگسر : 


(6(ورع حد 8 (2,) 68۸ (9:ع6)) ۷2 ۷ ۷ 


4-۱-۲ مثال : 


[الف ) روابطم 6 ,» ۷ و6 روی مجموعه ۵ در ۲-۲-۳۱ را در دظر من‌گیريم * در 
اینصورت داریم 
انعکاس نیست: زیرا که مثلا" ۵:۵ ,(/ متقارن است , زرا که برای‌هر 
2 و و در ۵ اگر6ع(2۰۵) آنگاه,1/>(<ر لو ) , انتقالی نیست , زیرا که مشلا" 
با (ط رعه) > (هد ط)ولیع 4 (9, )۰ 
ب انعکاس است , زیرا که برای هر > 2 داریم 2 ۰(متقا رن نیست: 
زیرا که ماع (#,ع) ول > ۸ انتقالی نیست , زیرا که مشسسلا" 
۷ (۵,) به«.ع) ویر #رهاد)) * 
با انعکاس دیست , زیرا که ما ۳:(8) «ب متقارن دیست , زبرا که مشلا 
,ع:») ول #(».») *۲/ انتقالی است زبرا که برای هر 2 , بو و جر درم 
اگر داشته باشیز! > (ق رید) و۵ > (2ر ان ) آنگاه داریجم)] ر3: )۰ 
۴ انعکاسی , متقارن و انتقالی است, زرا که در هر سه تعریف صدق م‌کنده 
[ب ) فرض کنیم _/ مجموعه همه خطوط روی يك صفحه باشد * در اینصورت روابط و8 
را روی با بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 


۱۲ موازی فل است ) دبا ورد | (ودعد) 21 8 
۱ بر و عمود است ) ۸ ساء ده [زود 162 - 5 
در واقع همان رابطه توازی وی همان رابطه تحامد هستند * 
اگر فرض کنیم که هر خط‌باخودش موازی است , آنگاه / يك رابطه انعکاسسی 
می‌باشد * همچنین اگر خط 2 با خط ل موازی باشد , آنگاه خط مه موازی خط »2 است. 
پس ‏ متقارن است * اگر خط با خط 4 و خط # با خط ‏ موازی باشند , آنگساه 
نتیجه م‌شودکه خط 2 موازی خط چ است‌و در نتیجه / انتقالی می‌باشد * 
چون يك خط برخودش عمود نیست پس 5 انعکاس نیست ۰ اگر خط »2 بر خضط 
وعود باشد , آنگاه خط له برخط 2 عمود است و در نتیجه 8 متقارن است؛ اگر 
خط 2 بر خط بل و خط بر خط 2 عود باشند , آنگاه خط 2 برخط 2 عمود دیست و 
در نتیجه 5 انتقالی‌تمی باشد * 


(ج )رابطه 6 را روی ٩‏ بصورت زیر تحریف ‌کنیم : 


۱( >۸۲ 6۸۷ زد | دود ع) 1 < ۶ 
چون ۱+ | پس ۲ انعکاأس‌دیست ۰ چون ۱>۲ ول 4۱ ۲ پس ۸ متقارن نیست ۰ 
اگرین 2 وچ > زر , آنگاه مید انیم که 7 > 2 و در نتیجه ۶ انتقالی است ۰ 


ی 

روابط رم الی را در ۲-۲-۳۱ در دظر ‌گيريم * در جدول ,8 ملاحظه 
می‌شود که آها نسبت به قطر اصلی جدول حالت تفارنی دارند * این مطلب بسبب متقارن 
بودن ,۸ است * همچنین چون روابط ب/ وم انعکاس هستند در همه مربحات رو ی 
قطر اصلن جداول آنها عدد ۱ قرار دارد * 

در حقیقت , قضیه زیر را در رابطه با مطالب فوق د اریم : 


1-۱-۳ : قضیسه : 
فرش کنیم ۸ يك مجموعه متناهی و چ يك رابطه روی ۸ باشد * در اینصسورت 
داریسم ؛ 


(الف | انعکاس است اگر و فقط اگر در همه مربعات روی قطر اصلی جدول عدد ا 
قرار داشته باشد ۰ 
(ب ) متقارن است اگر و فقط‌اگر ۱ های جدول 8 نسبت به عطر اصلی حالت تقاردی 


داشته باشسد ۰ 


االف) ۶ انعکاسی است اگر و فقط اگر برای هر ۵ 6 :2 داشته باشیم2 2 *همچنین 
2/2 اگر و فقط اگر در همه مربعات روی قطر اصلن جدول ۸ عدد ۱ قسسرا ر 
داشته باشد * بنابراین ۸ انعکاس‌است اگر و فقط اگر در همه مربعات روی‌قطر 
اصلی جدول #عدد ۱ قرار داشته باشد ۰ 
[ب ) ۸ متقارن است اگر و فقط اگر برای هر ۸>ورد « ی 2 نتیجه بد هد< 6 8 ۰ 
همچنین برای هر236۵: بر 2 نتیجه می‌د هد:2 )/ 8 اگر و فقط اگر برای هسر 
۸ م2 اگر در مریح وابسته به 2 و ب عدد ۱ قرار داشته باشد , آنگاه درمریع 
وابسته به وز و2 نیز عدد ۱ قرار داشته باشد * بعبارت دیگر برای هر رعد: 
« 2 نتیجه م‌د هد.2) اگر و فقط اگر ۱ ای جدول / نسبت یه قطر اصلی‌حالت 
تقارس داشته باشند * بدابراین ۸ متقارن است اگر و فقط اگر ۱ مای جدول ۸۶ 
نسبت به قطر اصلی حالت تقارنی داشته باشند ۰ 


فرش کنی 6 يك رابطه روی يك مجموعه متناهی باشد * در اینصورت بنابه ۱-۲-؟ 
توسط جد ول ۸ م‌توان بسهولت تعیین کرد که ۶ انحکاسی یا متقارن هست یا خیر * اگر 
انتقالی باشد , متاسفانه شکل هند سی ساده ای از نحوه قرار گرفتن مربعهاش که در 
آها عدد ۱ قرار دارد , ایجاد نمی‌شود * برای تعیین انتقالن‌بودن ۸ از روی جسدول 
باید باین صورت بررس کرد که برای هر/»2, 2۰2اگر در مربح وابسته به »2 و بو و درمرسح 
وابسته به بل و و عدد ۱ قرار داشته باشد آنگاه در مربح وابسته به 2 و و نیز عدد ۱ 


قرار داشته باشد ۰ 


-۱-: تمرین : 


( الف ) روابط زیر روی مجموعه [,>رفره]< ۸ را در نظر بگیرید * 


2 ۱( 0) ولد ۵) د(۷ د>) واه بع) 1 ع با 


۱ (ط در ه) و( دی رد و >) د(طاوط) وه وه ) 1 نت با 
ابتدا جداول ,۸ و 2 را تشکیل د هید و سپس تحیین کنید که آیا انعکاس , متقارن یا 
انتقالی می‌باشند يا خیر * 


اب ارابطه ‏ ((و> ۸و۱ دوم ]را بوی (۶: ۱۲ ۲: 1۱<ظدرنظر 
بگیرید * جدول 8 را تشکیل د هید و سپس تعبین کنید که آیا / انعکاس , متقاژا 
یا انتقالی هست یا خیر * 
3 ) فرض کنید ۲" مجموعه همه مثلشهای واقع د ر يك صفحه پاشد ۰ روابط | ود را روی 
۲ بصورت زبر تعریف م‌کلیم : 
دبا و مشابه است ۸۱ 2۲ | دوه <) 1 - ٩‏ 
| (مساحت 2 - مساحت پا ) ۱2:9۲ (9ع) 5-1 


تعیین کنید که آیا ۸و ي انعکاس , متقارن يا انتقالی هستندیاخیر * 


۱-0 : قضیه ۱ 


فرش کنیم ,۵ يك مجموعه و ۲/ يك رابطه روی ۸ باشد * رابطه [ روی ۸ رابصور 


ِ : ۸6۱ ۱2:۵6۸(ومی 1-1 


۱ ,121 
در اینصورت داریم : 
(الف ) ۶ انعکاس 2 
(ب ) ۸ متقارن است اگر و فقط اگر ۲ < 
(ج ) ۸ انتقالی است اگر 0 
اد) ۸ متقارن و انتقالی است اگر و فقطاگر ۸ < ۰۸ . 


اثبسات : 


[الف) 8 انعکاس است اگر و فقط اگر یرای هر ,۸ »2 داشته باشیم >#2<) *همچدین 
برای هر > ع2 ,/۰(6,<) اگر و فقط اگر/ع 1 بنابراین ۸ ادعکاس است اگر 
و فقط اگر> [ ۰ 

(ب )فرض کنیم ۲ متقارن است * در اینصورت داریم : 
بنا به متقارن بودن ۸ : ۸ ۰ 9) جح > ( 9 , 6۶ 
پنا به ۲ ۲-۲-۱ : ۲ (9 6 جسه 

پس" جر - 8 
حال فرض‌کنيم 8 - (/ * در اینصورت داریم : 
بنایه فرش ۸ : اجه > (وری 
بنا به ۲-۲-۱۲: 2 و9) سس 

پس ‏ متقارن است ۰ 

اج | فرض کنیم ۳ انتقالی است * در اینصورت داریم : 
بتابه ۲۲۴ رک (ور)6۸(وته) ‏ ]2 
بنابه انتقالی بودن ۶ : ۷ ) «ت< 

پس ۲ > 1 . 
حال فرش کنیم 8 ع (/۰ ۰/۸ در اینصورت داریم : 
بنابه ۲-۲-۲۲ : :)<< ۸ > (2: 9۵) ۸ (۶۰:3) 
بدا به فرض ۶ ۰۸/: 6( ر 6 <«حس 

پس انتقالی است ۰ 


[د ) فرش کنیم | متقارن و انتقالی است * در اینصورت بدا به (ب )و اج ) دارم 
8 ۴ و۶۴ ۲۰۲ و در تتیجهع ۰ ۳ * شان مد هیم که ۰۶ 3 ۸ ۰ 
فرض کنیم]>(ه2)* چون ۸ متقارن است پس8 > (2د )* چون[انتقالی اسست و 
) و ۸ 6( و2) پس جع(« ) و در نتیجه ] 6(ورو بر) * حال :اداشتن 
2۸ و2(68 د2) ۰ بنابه ۲-۲-۲۴: نتیجه می‌شود که ۰/0 »(ق د ع. 
پس۶/۰۲ 6 و درنتیجه ۰۲ - ۰ 


حال فرش کنیم2۰8-8/ * نشان می‌د میم که 8 متقارن است * 
بنا به فرش 8 < ۰۸ : وم عم <ست 6( ۰ ) 
پنابه ۲-۲-۲۴( (وا رن 6۸(ا :)2 دح 
پنابه ۲ ۲-۲۰۱ )۸ 6 ()۸ 5 (درم)) 2 دس 
بئا به ۲-۲-۲۴ ۸ > ( وا) «حسب 


ات 
بنابه فرش 8 ۰ ۱ 8( دل9) (سسه 


شان می‌د میم که 2 انتقالی است* چون 8 متقارن است پس بدا به (ب امس . 
چون0-/۰ 8 پس ۰-۵ 8 وبنا به (ج ) ۰ انتقالی‌است *بنابراین ۸ متقارن و 
انتقالی است ۰ 


۱-1 : تمرین : 

(الف | مثالی ازيك رابطه انعکاس 8 روی يك مجمونه ۵ ارائه کنید بطوریکه)] ۴ [ , که 
در آن ۸1 > 2 اجد, )1-1 ۱ 

(ب ) مثالی‌ازيك رابطه انتقالی ۲ روی يك مجموته ارائه کنید بطوریکه | ع ]۰۰ 

(ج ) فرش کدید ۸ يك مجموعه وک مجموعه ای غیر تتهی از روابط انتقالی روی ۸ باشد؛ 

آیام6يك رابطه انتقالی روی ۸ است ؟ آیا لل لايك رابطه انتقالی روی۸ است؟ 


تمریسن : کت 
فرض کدید .8 يك رابطه روی مجموعه ۸ است * ثابت کنید که : 

( الف ال ۱۵ کوچکترین رابطه متقارن شامل /است * (راهنهاین : باید نشان د هیسد 
ات۱ 8 ۱ يك رابطه متقارن شامل 2 است و سپس اگر 5 يك رابطه متقارن شامل 
#اشده آنگاه ی ع ۵ ۸) ۰ 


(ب )۲ ۵بزرگترین رابطه شقارن داخل است" (راسمایی : باید شان د میدکه 


ابتدا ‏ 0۱ ۸ يك رابطه متقارن داخل ‏ می‌باشدو سپس اگر ی يك رابطه متقارن 
داخل 8باشد , آنگاه ۵ 8 82 ) ۰ 


دا 

فرض کنیم و۲ يك گزاره نمای دو متخیره با مجموعه جهانی ب باشد *د رایتصور 
مجموعه جواب این گزاره نما جارتست از مجموعه همه 2 و و9 ها در ۸بطوریکه به ازای 
آنها گزاره نمای د۲ بيك گزاره درست تبدیل می‌شود « بعبارت دیگر اگر 2 مجموعه 


جواب و۲2 باشد آنگاه داریم : ۱ 
9 ْ [ و۸۸۲ ود | دی احا 


ملاحظه می‌شود که, 0۸ 2۸۵ ۸ و در نتیجه ۸ يك رابطه روی مجموعه ۸۵ است؛ بدابراین 
مجموعه جواب يك گزاره نمای دو متخیره , رابطه ای روی مجموعه جهانی آن گزاره نما 
است * درا ینجا ملاحظه م‌شود که اگر گزاره نهای لیر ۶ مشخص باشد , آنگاه رابطه 

۸ شخص است و معمولاً بجای بیان 2 برحسب زیر مجموعه ای از ۸۵ ۸ , ی‌تصوان 


آترا بصورت زیر بیان کرد : ( ۰۸۸۲ و ء 2) «سسحه و۶۲ 


در صورتیکه مچموعه جهانن ۸۵ مشخص باشد و احتمال اشتبا هی نباشد , آنگاه می‌صوان 
۴ را بصورت ساده تر زیر بیان نمود : 


پر <دااسسه ور ۶ 
۱-۸ : مثال : 
روی < رابطه ۸ را بصورت زیر تحریف می‌کلیم : 
9-7۵ 22۴۰۸2062 > رید | 9۱ )1 ۸ 
دراینجا ملاحظه م‌شودکه گزاره نمای دو متغیره وابسته به / بارتست از: 
(72 ۸ )17 ۰۸ عد 2 
پس رابطه ۸ را میتوان بصورت زیر تعریف کرد : 
(د ۸9-7 7 06) ۰37 ۸2 7 > .7)ست و ۸ 2 
در این مثال مجموعه جهانی وابسته به گزاره نمای مورد بحث , 7 است و می‌توان‌رایطه 
٩‏ را بصورت ساده تر زیر تعریف‌نمود ؛ 
707-2 ۰۸3 )«سسه 2 


روی 7 « انتقالی است ول انعکاسی ومتقارن نیست * 

فرض کنیم ج 2 لو داشته باشیم بو م یر و 2ع/ 7 * در اینصورت ه عیروه « 3و 
اعداد صحیح ردو ود وجود دارند بطوریکه ع<7-وُو 78 < در اینصورت»2(م )ود رنتیجه 
داریم 3 پس ۸۵ انتقالی است * چون ‏ #(۵ره) پس چ روی ۶ انه‌کاس نیست * 
همچنین چون ‏ خ (>, ۲) و۸۵ # (۲,؟)پس /متقارن نیست * 


در این مثال ملاحظه می‌شود که اگر 2 يك عدد صحیح شیر صفر باشد آنگاه »22/12 » 
زیرا که ع72* 2 * پس فقط وق که0 :۰2 داریج/#(2)* ولی با همه این تفاصیل)/ 
روی 22 انعکاس نیست : زیرا که برای انحکاس بودن يك رابطه روی يك مجوعه لا زم 
است که هر یكاز عاصر آن مجموعه با خودش در رابطه باشد * در اين مثال ملاحظه 


م‌شدود که عدد 0 با خودش در رابطه نیست * 


: مثال‎ : 1-۱-٩ 


فرض کنیم ([] مجموعه جهانی وابسته به گزاره نمای زیر باشد : 
22-8 مضرب صحیح از ۲7۲است * 
رابطه را روی 17 بصورت زیر تحریف می‌کنیم : 
ز- 2 مضرب صحیحی از ۲۲۲ است <«سه لل 2۶ 
در اینصورت (/يك رابطه انعکاسس « متقارن و انتقالی است * زیرا که برای هرچ/26داريم 
(2-206 و در نتیجه2/62اگر داشته باشیم و / آنگاه7 > 7 وجود د ارد بطوریکه 
2-0 و-عد و در نتیجه(۲۲ )(7)-2- که نتیجه م‌د هد2 ۸ ل* اگر داشته باشیسم 
ات۳۰ آنگاه اعداد صحیح ررر ورد وجود دارند بطوریکه )277و 
(706۷70 - چ-لژو در نتیجه (10+7)۳7۳)- 7 - :2 که نتیجه می‌د هد 2/1 * بنابراین 4/ رویع 
انعکاسن , متقارن و انتقالی است * 


۰(« : مثال : 


فرض کنیم ۸۵مجموعه همه نقاأط روی يك صفحه‌باشد * در این صفحه يك د ستگساه 
مختصات دکارش به مبدا* 0 را در نظر می‌گیریم * رابطه را روی[0)-۴ بصورت زیر تعریف 


می‌کنیسم ‏ 
2« روی خطی که از مبدا* مختصات می‌گذ رد قرار داردد جسه و (/ 2 
در اینصورت /, انعکاس « متقارن و انتقال است* این مطلب را در زیر اثبات م‌کدیم : 
برای هرام1ع ‏ ع2 « »2 روی خطی که از ع2 و مبدا* مختصات می‌گذ رد « قرارد ارد 
نابراین برای هرزم)->عدو دارم 2/1 * اگر داشته باشیم و 2 , آنگاه 2 و بو رگ 
خطی که از مبدا* مختصات می‌گذرد قرار دارندو در نتیجه ل وعر‌ئیز روی همین خط قرار 
دارند که نتیجه می‌د هد« ۰ اگر داشته باشیم 2و2 ۸ 2 آنگاه 2 و 4 روی خطی 
که از ه می‌گذ رد قرار دارند وهمچنین ل و 2 روی خط که از ه س‌گذرد قرار دارند * 
چون این دو خط دو نقطه شترك بو و هن دارند , پس برهم مدطبق هستند ودر نتیجسه 
و و روی این خط قرار دارند * پس داریم 2:8 *بنابراین / , انعکاس : متقاژا 
و انتقالی است* 


۱-۱ : تمسرین : 
در هريك از بدد های زیر تعیین کنیدکه آیا رابطه مربوطه‌انعکاسن « متقارن یا 
انتقالی م‌باشدیا خیر* 
(الف ارابطه ۸۲ روی(7/ که بصورت زیر تعریف می‌شود : 
۱۷۱ جسه 2 2 
[ب | رابطه ‏ روی ؟/ که بصورت زیر تعریف می‌شود : 
2۱ +2 جسه ۸ 2 
اج )رابطه /روی 7 که بصورت زیر تعریف می‌شود : 
و + او < +۲<جسه و 2 
اد ارابطه / روی (۸) 2 که بصورت زیر تعریف‌س‌شود که در آن ۸ يك مجموعه غرتهی 
آسنجا: : لا ۶ ۷ جح ۲۱۷ ۷ 
(ه)رابطه ] روی ۶ که بصورت زیر تحریف می‌شود : 
و لر روی محیط دایره ای بمرکز مبد ا* مختصات قرارد ارند ج )2 
در اینجا ] مجموعه همه تقاط روی يك صفحه است و در این صفحه يك د ستگاه مختصات 
دکارس در دظر گرفته شده است * 


۰ 


مجموعه ( رطار] - ۵ را در نظر بگیرید * مثالی از هريك از روابط نیر بوک ث 
ارائه د هید ۰ 


(الف ) ۸ رابطه ای انعکاس و متقارن است ولی انتقالی نیست * 
(ب ) ۸ رابطه ای متقارن و انتقالی است ولی انعکاس نیست * 
(ج ) ۵ رابطه ای انعکاس و انتقالی است ولن متقارن لیست * 
(د ) ۲ انعکاس , متقارن و انتقالی لیست* 


1-۱-۳ : تعریف : 


رابطه ۲ روی يك مجموعه خر را يك رابطه هم آرزی می‌نامیم اگر ۲ روی ۸ انعکاس 


1-۱-۱ : مثال ؛ 


(الف ) در 1-۱-۲ (الف ) ملاحظه می‌شود که م 1] يك رابطه هم ارزی است * همچنین 
رابطه ۸ در 2-۱-۲ (ب )يك رابطه هم ارزی است * 

([ب ) رابطه در ٩-۱-٩‏ يك رابطه هم ارزی است ۰ 

(ج ) رابطه در 2۱-۱۰ يك رابطه هم ارزی است * 

(د ) رابطه 2 در 1-۱1-۱۱ (ه ايك رابطه هم ارزی است* 

( ه ) فرش کنیم ۸ يك مجموعه باشد *رابطه (6۸ 2 |جدییل-[را روی ۸ در نظسر 
م‌گیریم * همانطوریکه در ابتدای این قسمت دیدیم [ يك رابطه هم ارزی روی 

۸ است *اين رابطه را رابطه همانی روی ,۸ می‌نامیم * 


0۵ -۱- : تمریسن * 


فرض کنید ۸۵ يك مجموعه و 4 يك رابطه روی ۸ باشد * اگر 7[ رابطه همانی رویم۵ 
باشد , آنگاه نشان دهیدکه 8 ]ه ۵/6 7 . 


صفحه : ۱۴۳ 


نمادگذاری : 


برای نمایش يك رابطه هم ارزی روی يك مجموعه معمولا از نمادنم استفاده خوا هیم 
وان 3 


در هريك از بدد های زیر نشان دهید که رابطه نم روی مجموعه مربوطه یلرابطه 
هم ارزی است ۰ 
(الف) روی 77 بصورت زیر : 
م- »2 مضربی از ؟ باشد چسب ارم 2 
([ب )فرش کنید 5 مجموعه همه نقاط فضا باشد * يك دستگاه مختصات سه بحدی راد 
6 در نظر بگیرید * حال رابطه سم روی ک بصورت زیر تعریف می‌شود : 
ما وله روی محیط کره ای بمرکزمبد !* مختصات قرارد ارندچص لاس 4 
(ج ) مانندبند اب ) فرض کنید ک مجموعه همه نقاط فضا باشد ويك دستگاه مختصات 
سه بعد یچ 222 در ی در نظر بگیرید * در اینصورت رابطه سم روی ی بصورت زیسر 
تیف می‌شسود : 
مه ومه روی صفحه ای موا زی صفحه 2 قرارد ارند جسه ام 4 


۰۱-۷۲ : تمرین : 
فرض کدید 6٩‏ مجموعه ای از روابط هم ارزی روی مجموعه ۸ است * بشأن د هید که 
۶ یك رابطه هم ارزی روی ۸ است» 


1-۱-۸ : تسویف : 
فرض کنید (7 يك عد د طبیعی باشد *رابطه نم را روی 7 بصورت زیر تعریف میکلیم : 
- 2 مضربن از 9 بااشد جس بل سم >2 
در اینصورت تم را رابطه هم نهشتی بستج 1 س‌تامیم وبا نماد رح نمایش‌می‌د فیسیم * 


بدابراین : 


7-3 مضربی از (7 باشدج یبد 2 
همچنین نما د(2047 نیز بجای ‏ ر<-2بکار برد ه م‌شود * 

در ٩-۱-۱‏ [الف ) ملاحظه میشود که رابطه نم رابطه هم نهشش بستج ۲ 
است که يك رابطه هم ارزی م‌باشد * بطور کل قضیه زير را داریم : 


1-۱-9 : قضیه : 


برای هر عدد طبیص ورابطه هم دهشتی بستج 7 روی 7 يك رابطه 
هم ارزی است ‌ 


1-۱-۶ تمرین 1-۱-۱٩  :_‏ را اثبات کنید * 


ایو 
روابط هم دهشتی روی 22 د سته مهس از روابط هح ارزی را تشکیل می‌د هسدو 
پبخصوص در لظربه اعداد بکار برد ه س شوکد ‌ 


فرض کنیم نم يك رابطه هم ارزی روی مجموعه ۸ باشد و پا > ور اگر مادم به , آنگاه»0 
را هم ارز ط م‌تاميم * 


فرض کنیم بم يك رایطه هم ارزی روی مجموعه ۵ باشدو ۸ > ۵ * در اینصورت 
کلاس هم ارزی ۵ که با نماد یمه (یا []) نمایش داده می‌شود ه عبا رتست از مجموعه 
همه ععاصر ۸ که هع ارز ۵ هستند * بعبارت دیگر : 
سر ۸ > ,۹ 
البته چون يك رابطه هم ارزی, متقارن است پس داریم : 


اه سیم ۸ ۸ یداع ی 


۲-۱-۰ : مثال : 
[ الف ا رابطه هم ارزی م۸ در ۲-۲-۲۱ را در نظر می‌گیريم * ویو 


(» ژد( 1ب و(ط مر دابع 


[ب ) رابطه هم ارگ نم در 1-۱-۱۵ (ب )را در نظر م‌گيريم * اگر ۸ نقطه ای د ر 
ک به مختصات(ارهر۵) باشدآنگاه کلاس هم آرزی ه‌مجموعه همه نقاطی است ته 
روی محیط کره ای به مرکز مبد | * مختصات و شعاع ۱ قرار دارند * بعبارت دیگر : 
[-2+رج 65۸( ومع |( 2«( ی 
اج )رابطه هم دهشتی بسنج ۲ روی 7 را در نظر می‌گيريم * در ایدصورت داریم : 
[ه سید ۸ 67| 1 - 9] 
[2-ه->2مضریی از ۲ است ۸ 7 1 < 
۲۱۰۶1 - 
بعبارت دیگر کلاس هم ارزی ۵ مجموعه همه اعداد زوج درم م‌باشد * همچنیسسین 
| اند ول 
2-۱۱ مضربی‌از ؟ است ۸ 2 6 2| »2 4 < 
21 ان 
بعبارت دیگر کلاس هم ارزی ۱ مجموعه همه اعداد فرد در 77 م‌باشد * 


1-۱-۱ : تمریسن : 
رابطه نم را در 2۱-۱۰ در نظر بگیرید * در اینصورت کلاسهای هم ارزی نقا ط 

زير را مشخص کتیسد * 

(الف ) نقطه ۶ به مختصات ([ ؟و۰)۱ 

(ب ) نقطه 4 به مختصات ( او ۰)۵ 

اج انقطه ۲ به مختصات ( ۰ و ۰۱۱ 

(د )نقطه ۸ به مختصات ( و ؟)۰ 


۱-۲ ؛ قضیه : 


فرش کدیم بم يك رابطه هم آرزی روی مجموعه ,۸ باشد و‌طاو »۵ * در اینصورت 
»هم ارز ط است اگر و فقط اگر کللاس هم ارزی ۰ مساوی کلدس هم ارزی و باشد, 
بعبارت دیگر داریم : 
< ر9# <سست ط م »ه 
اثبسات : 
فرض کنیم طانمبه.نشان می‌د هیم کم/9 - ر/ ۰ فرض کنیم/ ء :2 * در ایدصسسورت 
۶ چون داب »0 ونم انتقالی است پس/ > 2 و در نتیجم/ا 9 * بطریق 


مشابه ثابت می‌شود. ۲‏ 9 و در نتیجه/ 9‏ بر ۰ 


حال فرض کنیم ۷ م9 نشان می‌د هیم که ردم به * چون دم انعکاس است 


پس مه و در لتیجه ر؟ 6 0 ۱ چون ۷ - /9 پس/9 ع به و در نتیجه ونم . 


تذکر: ۲-۱-۲۲ را می‌توان بصورت معادل زیر بیان کرد ؛ 
(ع )7 جسته (وط نم )71 


ر جست و له 9 
بعبارت دیگر »۵ هم ارز 5 نیست اگر و فقط اگر کلاسهای هم ارزی ه و م متفاوت باشند* 


قضیه زیر نشان می‌د هدکه اگر طنابه‌آنگاه نه هار9 و ۵7 بلکه #۵ ۷ 6 /9 


۲ ۱-۲ : قضیه : 
فرش کنیم نم يك رابطه هم آرزی روی مجموعه ۵ باشد و ۸ > حاوءه * در اینصورت 


داریسم * 
9 - ۷ ۵ 7 <حه هط بلم »۵ 


فرش کنیم ط »+ توسطبرمان خلف‌شان مد هیم که ۵( ۵ 1 * فرش‌کدیم 


ط 
تسکت در اینصورت عنصر 2 در ۸ وجود دارد بطوریکه ۶ ( > 2 *د راینصورت 
و ۸ 6 :2 * در ایتصورت و ط :۰2 چون نم متقارن است , پسع مه :۵ * 
حال چون تونریع, امد ونم انتقالی است , پس وایه‌که بافرض و ده متداقضاست * 
طر 0 
بنابراین ۵ > ب0ی* 


حال فرض کنیم ۵ < ,7/۸۷ در اینصورت 2۸ ات ۸ و در نتیجه بنابه تذکر 
فوق ط ۲ ۰۵۰ 


۰-۱-۲ : مشال : 


(الف ) رایطه م را در ٩۱-۱۲‏ اج ) در دظر می‌گیریم * نقاط مابه مختصات(۱ ۲,۳) 
وس به مختصات ( ۱, ۶, ۲-) هر دو روی صفحه ای موا زی صفحه 2 که فاصله آن 


از صفحه 2 مساوی ۱ است قرار دارندو در نتیجه هم ه * بعابرای نهد (9]* 


در واقع کلاس هم ارزی ۵۸ یا 1 همان صفحه ای است که موا زی صفحه لد استتو 
فاصله آش از صفحه 2 مساوی ۱ م‌باشد ۰ 

(ب ) رابطه ‏ رادر۱۰۱*>(ب) درنظرمی گیریم نقطه دا به مختصات (۱, *« * آروی 
محیط کره ای به مرکز مبد | مختصات وشعاع 1 قرا رد ارد ونقطه ۲ به مختصات(۲, ۰ 
روی محیط کره ای به مرکزمبد امختصات وشعاع ۲ قراردارد *روشن است‌که محیط ها ی 


این دوکره ای هیچ نقطه مشترکی نداردود رنتیجه ریا . 


تذکر 

اگر مج یك‌رایطه هم ارزی روی مجموعه ۸ و ] رابطه ممانی روی ,۸ باشندآنگاه بدا 
به 1-۱-0 (الف |ام ی ] * تمرین زیر نشان می‌د هد که يك شرطلازم و کاض برای 
اينکه تساوی سم - ]برقرار باشداین است که کلاس هم آرزی هر عصر ۵ يك مجموعه تسسك 
عصری باشد ۰ 


6-1-0 تمرین .: 
فرض کنید تم يك رابطه هم ارزی روی مجموعه ۸۵ و [ رابطه همانی روی ۸ باشند 
نشان د هید , نم 1 اگر و فقط اگر برای هر ۸۵ > 2 داشته باشیم (یو 1 < 7۷ 


۲-۱-1 : تعریف: 

فرض کنیم بم يك رابطه هم ارزی روی مجموعه ۸ باشد * در ایدصورت مجموعه 
خارج قسمت ,۸ روی نم که بانماد ۸ نمایش داده می‌شود , عبارتست از مجموعه همه 
کلاسهای هم ارزی عاصر ۸ * بعبارت دیگر : 


0 7 | 2 ۸۱ 


۱-۷ : قضیه : 

فرش کنیم نم يك رابطه هم ارزی روی مجموعه غیر تهی ۸ باشد *در ایتصسورت 
داریسم : 
(الف ) هرعصر 7 غیر تهی است , بعبارت دیگر داریم : 

(ه و ۷ج ۷۱۵۷6 
(ب ) هر دو عصر مختلف ۸4 عصر مشترکی ند ارند , بعبارت دیگر داریم : 
ره لا 0 اسلا ۸۱ 7 > لای) لا ۷ ۱۷ 
(ج ) اجتماع همه عا صر ,۸ مساوی ۸ است , بحبارت دیگر داریم : 
۸ ۶ ( 

اثیسات : 
(الف ) برای هر > 2 چون نم انعکاس است پس 2مم 2 و در نتیجه ر 77 6 »2 پس 

برای هر > 2 داریم ه عٍ 27 
(ب )از ۲ 1-۱-۲ نتیجه می‌شود * 
اج ) فرض کنیم 4 در اینصورت ٩/‏ > < وجود دارد بطوریکه ( > »2 ۰ 


چون < يك کلاس هم آرزی است پس ۸ 4و در نتیجه ‏ 6 »2 ۰ 


حال فرش کنیم ۸ > ع2 * چون ,7 ع2 و/۸ 2/6 « پس ,/ 600 ۰2۴ بنابراین 


/۸7 
۸-۸ را 


اگر نم يك رابطه هم ارزی روی مجموعه ۸۵ باشد , آنگاه از 2۱-۲۷ نتیجسه 
می‌شود که عداصر مجموعه خارج قسمت رم « مجموته ۵ را به زیر مجموعه های مج | 
تقسیم ‌کلد * 
۸-(- : مشال : 


[الف ) در 1-۱-۲۰ (الف ] ملاحظه کردیم که کلاسهای هم ارزی, )| عارتدد از 


)۰ () ۰( ()م() رن دایم 


1 
ملاحظه می‌شود که هر عصر پر غیرتهن است « اشتراك هر دو عصر متمایسسسز 
بر تهی است , و خح لا ۰ 
اب ارابطه ] را در ۱-۱۰ در نظر می‌گیربم * دیدیم که اين رابطه يك رابطه 
هم ارزی است * در اين مثال کلاسهای هح ارزی عارتدداز همه خطوط که از میسد|* 
ی کنیل مد مختم یه *بنابراین ٩2۹۵6‏ مجموعه همه این خطوط می‌باشد : 


مارحذاه می‌شودکه هرتنصر ملهم ۶ غیرتهی است ,اشتراه هرد وتنصرمتمایر 0-184 تهی 


استرو وم ان 
ملد _ 
۱ 


اج ارابطه ۸ را در 1-۱-۱۱ (ه )در نظر م‌گيريم * دیدیم که / يك رابطسه 


مفحه : ون ۱ 


هم ارزی روی ۴ است * اگر ه مرکز مبد۱* مختصات باشد , آنگاه کلاس هم ارزی ۵ مساو 
(1 است و اگر این کلاس‌هم ارزی را دایره ای به مرکز ه و شعاع صفر در دظر بگیریسم 
آنگاه همه کلاسهای هم ارزی, دوایری به مرکز 0 خوا هند بود * بنابراین مجموعه 
همه این دوایر است * ملاحظه می‌شود که هر عدصر 4 غیر تهن است, اشتراك هر 
دوعصر متمایز پز تهی است, و مر لا. 2 


[د )فرش کنیم ويك عدد طبیعی باشد * رابطه هم دهشتی به سنج و روی 7 یحتی 
م2 را در نظر می‌گیریم * با استفاده از قضیه ای در نظریه اعد اد که به آلگوریتم 


به رابطه پر < عارتنداز: اس ااعاه) 


آلگوریتم تقسیم م‌گوید که برای هر 7 < و هر/ 6 7 اعداد یکتای 7 8 و7 ۲6 
وجود دارند بطوریکه |چب» (1 عوو وم ۲ > ه .در اینجا از اثبات این قضیه صرفنظر 
می‌کلیسم * وهر ۷ 6 


بتابه این قضیه برای هر 6 > #عداد یکتای7 > ٩‏ و7 » ار وجود دارند بو 
که + و ۲ < و > که «یابرای هر 1 « عددیکتای مر عم وجود دارد بطوری 
که ۳1] مدع و ج>موه بنابراین همه کلا سهای هم‌ارزی متمایزوابسته به رابله < 


بارتد از [۱-۱) «... و [۱] ر[ه] 


پس‌داریم : 
)...دمم بع2 


معمولا" 4 را بانماد و و < 7, آنگاه 
(( ,۰2/7 در ۳۱-۲۶ (ج )+ دیدیم که [ه] مجموعه همه اعداد نوج و(۱) 


۱ ۱ 
مجموعه همه اعدادفرداست * پس در این حالت کاملد روشن است که : 


۱-72 با( - ,لا ده[ ۱] 0[0] و #[۱] #9۸( 0] 


6 ریت۱ 
| الف ) مجموعه خارج قسمت 4 را در 12۱-۱1 اب )» مشخص نمائید ۰ 
(ب ) مجموعه خارج قسمت 3 ر در ۱-۱۲ (ج )؛ مشخص‌نمائید ۰ 


۰ : تعریف : 
فرش کنیم نم يك رابطه ارزی روی مجموعه ۸ باشد.* در اینصورت تابح/ج-۸ :۶ 
بطوریکه رب < چه)۴برای هر ۵ ع * , تابح طبیصی از ۵ به مجموعه خارج قسمت یب 


نامید ه می‌شود * 


2۱-۱ : مثال : 
[الف ) در 1-۱-۲۸ (الف ) ملاحظه شد که : 
۸ 
۰)(۰)(۱(>)ء()(ع) 1 
بدابراین تابع طبیعی از ۸ به 2 بصورت زیر تعریف می‌شود : 
۸ : 
دس ۲:۸ 
(«)- جم۶ 
(ب )رابطه هم بهشتش به سنج ۲ روی 7 را در دظر می‌گیریم * در 1-۱-۲۸ ( د ] 
مللحظه شد که مجموعه خارج قسمت و شامل دو عصر [0] وژ] است 
که در آن[۵) مجموعه اعداد زوج‌«(۱] مجموعهه!عداد فرد می‌باشند *دراینصو 
تایح طبیعی از عم به , 7 بصورت زیر تعریف می‌شود : 
ت ب بویت 2 ۳۵ 


و وی از 


اگر 2 فر باشد , [۲۱ 


۰۱-۲ : قذیه : 
فرض کنیم نم يك رابطه هم ارزی روی مجموعه .۵ و ۶ تابح طبیعی از ,۵ به 
باشد در ایدصورت ۶ پوشاست * بحادوه ارت زیر معادلند : 
(الف ) ۶ يك بیكاست ۰ 
(ب ) رابطه سم , رابطه همان روی ۸ است ۰ 
اج ) برای هر 26۸ داریم (12-ه) ۶ ۲ 


ائبسات : 


روشن است که برای هر 2 6 عحصرم/ء ‏ وجود دارد بطوریکه /7< ( *پس 
,62و در نتیجه ۴ پوشاست * حال ثابت م‌کنیم که بدد مای (الف), (ب ), 
و (ج امعادلند * برای ایدکار مطایق شکل زیر اثبات می‌کنیم : 


(پ) جح (الف ) 


(ج) 


(ب )جحت [ الف ) 

فرش کنیم + يك بيك است * اگر 7 رابطه همانی روی ۸ باشد , آنگاه می‌دانیم 
که ۶2 1 * نشان می‌د هیم که ] > بم * فرض کنیم نم > (و ویر) یعت بر نم 2 *د رایدصور" 
بنا به 1-۱-۴ 4 ‌ِ 4 و در دتیجه (و) ۴-(2) ۰۴ چون ۶ يك بيك است پسس 


28 و در نتیجه][ ء(ر2) * بنابراین ترت 1[ ۰ 


(ج جح[ ب ا) 
فرض کنیم رابطه نم , رابطه همانی روی ۸ باشد * در اینصورت بنابه 1-۱-۲۵ 
رای هر 2 داريم ر) - ری * پس برای هر) 2 داب («) -هم) ۰ 


۱ الف اج (ج ) 
فرض کنیم برای هر 6۸۵ >2 داریم ()-(2) ۴ شان می‌د هیم که يك بيك است* 


فرض کنیم(ن) ۴-(2) 6 * در اینصورت ()-(2) و در نتیجه < 2 ۰ پس ۶ يك بيك است* 


تذکو ؛ 
در اثبات قضیه فوق ملاحظه کردیم که برای اثبات معاد ل بودن بید های ( الف ), 
(ب )و (ج | مطابق شکل زیر ععل کردیم : 
(ب ) جتح- ( ارف ) 


(چ) 


از این اثبات نتیجه می‌شودکه مر بتدی: بند دیگر را نتیجه می‌د هد * مثلاً چون 


(ب )نتیجه م‌دهد (ج )و (ج ) نتیجه می‌د هد (الف اپس(ب ] نتیجه می‌د هد 


(الف) ۰ همچنین چون اج انتیجه می‌د هد [الف او (الف ) نتیجه می‌د هد (ب )پس 
(ج ) نتیجه می د هد (پ ) 3 

بطور کلی اگر در قضیه ای آمد ه باشد که بند های (۱), (۲):......, (7) معاد لند 
بدد دیگری را نتیجه دهد ولا کمترین اثبات مطابق شکل زیر بد ست می‌آید : 


(۱- 7 ج< جح (۲) ج< (۱] 


اگر مطابق این شکل اثبات ارائه شود آنگاه هربند , بند دیگری را نتیجه می‌د هد. 
شکل زیر طریقه دیگری برای اثبات معادل بودن بد های (۱)الی (۲)است : 
[ 17)جست .. ی (۲)امسسح(۱) 


1-۱-۲ : تمرین ۳ 
فرض کنید ۴- يك تابح روی مجموعه ۸ باشد * رابطه سم را روی ۸ بصورت زیر 
ی (ق) ۴ - (ع) ۶ چست از دم 2۶ 


نشان د هید که نم يك رابطه هم ارزی روی ۸ است وبرای هر ۸ ء »2 داریم : 
[(1۶6] < 77 بحلاوه اگر 3 تابح طبیعی از ۸ به 2" باشد , آنگاه ثابت کنید که 
عبارات زیر معا دلند ؛: 
(الف ) ۴ يك بيك است ۰ 
(ب )برای هرم۸ > 2 داریم (یء) 7 ۰ 
(ج )رابطه نم , رابطه همانی روی ۸ است * 
(د ) 2 يك بيك است ۰ 


از 2۱-۲۷ نتیجه شدکه اگر دم يك رابطه هم ارزی روی مجموعه غر تهی ۵ 


باشد , آنگاه مجموعه خارج قسمت ۸ , مجموعه ۵ را به زیر مجموعه های مجزاونینتر 


تهی تقسیم می‌کند * در این قسمت این پدیده را بطورمجرد تحریف می‌کنیم و آثرا مسسور د 


بررس قرار د هیم * 


1-۲-۱ : تعریف : 
فرض کنیم ۸ يك مجموعه غر تهی باشد * در اینصورت زیر مجموعه | از(ه) 7 یسك 

افراز ۸۵ نامیده می‌شود اگر داشته باشیم : 
(الف ) هر عصر / غیر هی باشد , یعنی داشته باشیم : 

رمع رحس ۱۳ ) ۷ 
(ب ) هر دو ععصر متمایز 0// ععصر مشترکی ند اشته باشد , یعس داشته باشیم : 

(ض - ۲۱« چست ل( >( ۳۸ > لایک() لا ۷ )۱۷ 
اج ۱ اجتماع۳۱/ مساوی ,ظ باشد , یعنی داشته باشیم : 
خر ۳ ل) 

تذ کر : 


اگر مجموعه ۵ مجموعه همه نقاط داخل شکل زیر باشد , آنگاه تقسیم بنسدی آن 


بصورت زیر يك افراز ۸ است * 


در شکل فوق هر ناحیه هاشور زد ه شده يك عصر افراز است" البته کاملا روشسن 
است که يك مجموعه غیر ده را س‌توان به طرق مختلف‌افراز کرد * 


از ۱-۲۷-) و ۲-۱-؟ نتیجه زر را داریم : 


1-1-۲ نتیجه ؛ 


اگر ميك رابطه هم ارزی روی مجموته غیر دهن ۵ باشد , آنگاه ,// يك افراز 


۱ یت ۰ 


۰۱۰-۳۲ : مخال : 


مجموعه هامید امه 1- ۸و مجو ماد )۳ از( 0 را در 
نظر می‌گیریم * در اینصورت 0 يك افراژ ۸ است , زیرا که هر عحصر "| غیر تهی است , 
اشتراك هر دو عحصر متمایز /مساوی تهن است و<] ۰1 همچنین مجمسوعسسه 


( )و [ع)ه(هوط) «[ )دز یك افر از ۸ می‌باشد ۰ 


۲-6 تمپین ؛: 

(الف ) کداميك از مجموعه های زیر يك راز مجمونه و _ ۸ است ؟ 
( > )م(طء۶ ام ب(*)1-<(] 
لو (#س)ه(وع - ب] 
((اد) مها ر(هس) > ۳ 


)۰۱۰( )دقع -۲] 

(ب )برای هر7(7, فرض کدیم (۵ ۳62۸77 بر < بدآیا مجموعه (2 > « |(] - ۳ 
يك افراز 49 است ؟ 

(ج ) برای هر 76۷ فرض کدیم(ج عبر |:7] - ۰7022 آیا مجموعه ۸۷ 7-6« ۳ 

يك افراز #است ۰ 


فرض کنیع ۸ يك مجموته غیر تدهی و /يك افراز ۸۵ باشد * رابطه نم روی ۸۵ را 


(0دع و 3661۳۸2 جسه امه 2 


در اینصورت داریم : 
(الف ) بح يك رابطه هم ارزی روی ۸ است* 
(ب ) مر 


(الف ) اگر ۸۵ :2 , آنگاه چون,۸- | پس > >( وجود دارد بطوریکه)(» »2 و د رنتیجه 
۰ ,2 وبنابه تعریف نم ,یریم ع2 *پس نم انعکاسن است * فرض کلینم 
> و وتج وم ع2 * در اینصورت « در | وجود دارد بطوریکه 6 و2 و 
در نتیجه ۷ 26و « یعنی »زیم وم *پس نم متقارن است * فرش کنیم 
۸ 6 روورتد وق نت2 و چرس .در اینصورت <و لا در 0 وجود دارنسد 
بطوریکه 2:06 ولاء چم و بو چون 0۱۷«ع4پس ‏ ۵ چلامپروچون «يك افراز 
۸ است‌پس لا ۲ و در نتیجه * 226 که نتیجه می‌د هد م2 ۰ پسس نم 
انتقالی است ۰ 


بنابراین سم يك رابطه هم ارزی روی ۸ است* 
(ب ) فرض کدیم ,4 >(* در اینصورت۸ > وجود دارد بطوریکه  <‏ چون//" > 0 


پس بوبم ۵ و در نتیجه/ 6 لا وجود دارد بطوریکه لا 6 > * نشان می‌د هیم کسسه 


ل( - « ۰ اگر <ء 2 آگاه چون بر ی : پس 6 7 وجود درد بطوریکه 2:۰2 ره.چون 
2 ۷ و يك افراز ۸ است پس 2- او در تیجه‌لاع ب2.اگرلاء ع2 آنگاه چسون 
او پس به 2 و در لتیجه/ > »2 : یعلنی)(ع 2پس لاد پر و در نتیجه ۶ 6 ۰ 
حال فرض کنیم > 2.چون ۲ يك افراز ۸ است پسه ‏ پرو در نتیجه عدصر 
۸ »2 وجود دارد بطوریکه شان مس د هیم که ر .اگر ۷( ع2 , آنگاه چسون 
> وه پس پوسربد و در لتیجه ع2.اگر/ ع ب2 آنگاه 2 و در نتیجه/ 2 لا وجود داز 
بطوریکه لا 926 چون لا > »و ۳ يك افراز ۸ است پس لوح « و در نتیجه 7 6 »2 *بدا 
براین ,97 - »و در نتیجه 7۷ ۷6 پس /< ۰ 


1 اس . تهوین ۳ 
در قضیه فوق ثابت کنید که رابطه بمتوسط بند های االف ) و اب )بطور یکت_ا 
تعیین می‌گرد د * بعبارت دیگر ثابت کنید که اگر نم يك رابطه هم ارزی روی ۸ باشسد 
بطویکه یر آفگه مس یه ۰ 


1-۲-۷ : تعریف: 


فرض کنیم ۵ يك مجموعه غر تهی و / يك افراز ۸ باشد * در اینصورت رابطسه 
هم ارزی سم در 1-۲-۵ رابطه هم ارزی وابسته به افراز "0 دامیده می‌شود * 
4۸ ات ؟ : متال : 


(الف ) موی و > و 4و وط بعاعم ۳ راز ([ع (م ی (طوع)]-2 زرا رنظر 
م‌گیریم * در اینصورت رابطه هح ارزی سم روی ۸ وابسته به افراز ۵/ توسط جدول 
زیر تعریف می‌شود : 


ملاحظه می‌شود که ۰۶-0 

(ب امجموته همه خطوط واقع در يك صفحه را با انمایش می‌د هیج *اگنع۸ آنگاه 
مجموعه همه خطوطی را که موازی ‏ هستدد با #رانشان می‌د هیم * در حالت 
خاص فرض می‌کنیم که خط # با خودش موازی است * بعبارت دیگر برای هر 
۸ فرض کنیم‌پبا» 4 ۰ در اینصورت (46۱ | يك افراز است ۰ زیسرا 
که چون‌پباع 4 پس هر م۲ غیر تهی است , اگر با د اه دو عصر متمایز ۳ 
باشند آنگاه # موازی 0 دیست و در اینصورت 8یا پا ؛ همچنین داریم |-] ۰ 
حال رابطه هم ارزی دم روی .| وابسته به افراز ٩‏ همان‌رابطه توازی است که 


در 1-۱-۲ (ب ) آهده است» 


نم 
از ۲-؟-؟ و ۲-۵ نتیجه می‌شودکه به‌ازا* هر رایطه هم ارزی نم روی یسك 


از ۸ يد رابطه هم ارزی نم روی ,۸ وجود دارد بطوریکه #- < . 


۱ تمرین‎ : 1-0-٩ 
الف ) مجموعه(/۰3۰ 4:۴ در وطامه ۸ و رابطه نم روی ۸ را که توسط جدول زیر‎ ( 
* تحرپف م‌شود , در نظر بگیرید‎ 


> فاع اس 
:۳ 


مجموعه رابطه م را بنوپسید * شان د هیدکه سم يك رابطه هم ارزی روی ۸ است وسپس | 

مجعوعه خارج قسمت ,با را شخص نمائید * 

(ب امجمییه (4, ۳, ۲, ۱) < ۸ و افراز 0 8 (۲, ۰۲ 1۱ )- از ۸را 
در نظر بگیرید * جدول رابطه هم ارزی مم وابسته به افراز ‏ را تشکیل د هیسد 
و تحقیق کنید که 4-۳ ۰ 

اج ) مجموعه همه گزاره ها را با / نمایش م‌دهیم * رابطه نم را روی ۳ بصورت زیر 
تعریف کدید : (1 چبخ)جستته و دم 

نشان د هید که دم يك رابطه هم ارزی روی ۶ است و سپس مجموعه خارج قسمت/! 
را شخص کنیسد * 


سر روابط ترتیبسی 
رابطه / را روی ۸۸۷ بصورت زیر تحریف می‌کنیم : 
> سس و2 
در اینصورت / دارای خواص زیر است : 
[الف ) برای هر ۱۷ ع2س‌د انیم که 2 > »2 پس برای هر ۷ 26 داریم یوج »2 . 
(ب ) برای هر 1۷>ودداگر > 2 و 2 > , آنگاه 2-8 * بدایراین برای هر 
۷ 2:9 اگر 2 و 0۲2 آنگاه << ۰ 


(ج ابرای هر ۱۷ 3دود<اگر # >< و چ > و آنگاه 2 ۰25 بنابراین برای مسر 
۷ > 2 دی م2 اگر 222 و 72 و رآنگاه ۰2 

بنایراین رابطه فوق انعکاس و انتقالی است * خاصیت (ب ]را در زیر بطور مجسر د 
1-۱ : تعریگف : 

رابطه ‏ روی مجموعه ۸۵ يك رابطه نامتقارن نامیده می‌شوداگر برای هر ,۵ > ورع2 « 
و 2 6 نتیجه بد هد ۰22 
2۲-۲ : مثال : 

همانطوریکه در بالا مالحظه شد رابطه کوچکتر یا مساوی بودن روی مجموعه آی أز 


اعداد يك رابطه نامتقارن است* 


1 


رابطه >/ روی مجموعه ۸ يك رابطه ترتیبی جزئی نامید ه می‌شود اگر 4] روی ۵ 
انعکا سن , نامتقارن و انتقالن باشد ۰ 
2۳۰-۴ : محال. : 


( الف ) همانطوریکه در ابتدای این قسمت دیدیم و رابطه > روی ۸۷ يك رابطه ترتییی 


جزیی است * 


(ب افرض کنیم ۸يك مجموعه باشد * رابطه ع/ را روی(۸) 6 بصورت زیر تعریف‌میکنیم : 
لا ۷« سس ۷( ۲ 

در اینصورت ۲/ يك رابطه ترتیبی جزتی است * زیرا که , برای هر (66۸«داریسم 

و درنتیجه (6 2 : برای هر (۷:۷>0)۸اگر ۱۷۷و 2 ء لا: آنگا ه 

<< و در نتیجه اگر ()رو نز , آنگاه لا<<: برای هر (۵) > نامه 

اگر لاء )رو 2 , آنگاه 2 )رو در نتیجه اگر (46رو ۸2 ۷آنگاه 2« *بتایراین 


یك رابطه ترتیبی جزثی است* از این مثال نتیجه می‌شود که « در حقیقت ‏ يك 
رابطه ترتیبی جزش روی(7۸ است * 
(ج ) مجموعه(۶ رت یط مهاح۵را در نظر می‌گیریم و رابطه ۸ را روی ۸۸ توسط جد ول زیر 


در اینصورت ۲ يك رابطه , انعکاسی , تامتقارن و انتقالی است * بدابراین )| روف ۸ 
يك رابطه ترتیبی جزش می‌باشد * 


تذ کر : 


رابطه ترتییی جزش 6 در 1-۳-6 (ج ارا می‌توان توسط نمود ار زیر نمایش داد: 


4 ۳ 


۰ 
٩ نمودار‎ 

در نمودار (/ : عاصر ۸ توسط تقاطی نشان داده شده اند و اگر داشته باشیسم 

ام 2 ول 27و عتصری مأنند 2 در ۸۵ وجود نداشته باشد بطوریکه داشته باشیم 82 


و 69 2, آنگاه از 2 یه ر پیکانی رسم شده است و جهت پیکان از ب2به بر است ۰ 
توجه می‌کلیم که ممکن است برای دو ععصر م و داز ۵ بطوریکه داشته باشیم ۷ ۸ , 
آنگاه دنباله ای از پیکانها از ها به مه رسم شوند * مثلا" برای دو ععصر 2 و ۵ از ۸ 
داریم 84و دو پیکان بترتیب از به » و از > به 0 رسم شده اند * 

بطور کلن برای هر رابطه ترتیبی جزئی روی يك مجموعه متنا هی م‌توان تمو داری 
نظیر نمودار فوق, , ترسیم کرد * 


۲-۵ : مفال : 
مجمونه 1 ٩‏ > ۱ ۸ را در تظر م‌گیریم و رابطه ؟ را روی ۸۵ 
توسط جد ول زیر تعریف می‌کنیم : 


10 
#7 


از این پس در این قسمت يك رابطه ترتیبی جزیی را با نماد کت (کس بزرگتراز > 


که کوچکتر يا مساوی بودن معمول اعداد است ) نمایش خوا میم داد * 


: تعریف‎ : ٩-۳-7 

فرض کنیم > يك رابطه ترتیبی جزیی روی مجموعه هر باشد * عتأصر یر و و متحلق 
به ۸ را مقایسه پذیر می‌نامیم اگر داشته باشیم ,و بر یاند > بز * اثر عاصر »2 و ب 
مقایسه پذیر نباشند , آنها را مقایسه ناپذیر م‌نامیم * 


2۳-۷۲ : مثال : 

(الف ) رابطه ترتیبی جزئتی > را روی |( در نظر می‌گیریم * در اینصورت همه عناصر ۷ 
تحت این رابطه مقایسه پذیرند * زیرا که برای هر دو عدد 2 و لن در/می‌د انیم 
که ۵ >2پاتد که ۰ 

( ب )فرش کنیم(ور یم - فیدر ایدصوت[ )ی( (۶:)2]-(۰2۷۸ رابطه ترتیب جزشی > را 


روی (2)۸/ در دظر می‌گیریم * اين رابطه را من‌توان توسط نمودار زیر نمایش‌داد* 
(تبعلن 
(4ه ۰( 
4 


ملاحظه م‌شودکه هه با همه عناصر دیگر(7)۸ مقایسه پذیر است * ولی (مو 
(ط)د و عصر مقایسه تاپذیر س‌باشند * همچنین (») با او و 1 و 19 با 
اد»)مقایسه پذیرند * 
(چ ارابطه ترتیبی جزش | را در 1-۲-6 (ج ]در نظر می‌گیریم * ملاحظه می‌شود که 
۵ با همه عاصر خ مقایسه پذیر است ۰ همچنین ‏ با # و ط با ۶ مقایسه پذیز 
ول مثلا" جا وه مقایسه ناپذیردد * همچدین ط و 6 مقایسه داپذیرند * 
[ د ارابطه ترتیبی جسزین جرا در ۳-۵ در نظر من‌گيريم * تحت این‌رابطه ۲ با 
همه عاصر ۸۵ مقایسه پذیر است * همچنین ۵یا ۲, ۱ و ۱ مقایسه پذیر است ۰ 
دو عصر > و1 مقایسه ناپذیرند ۰ همچدین د و عدصر آو۲ و دو عصر ۱و۱ مقایسه 


رابطه > روی مجموعه (۷, 1, ۵, 4, ۳, ۲, 1 <۸۵ را توسط نمودار زیر 
1 
0 


۷ 
۳ 
ب 


تعریف کنیسد : 


۱ 


البته فرش می‌شود که هر عصرم با خودش تحت رابطه ک مقایسه پذیر است,بمبات" 
دیگر فرض می‌شود که ک> انعکاس است * 

(الف ) جدول > را تشکیل د هید * 

(ب ) شان د هید که > يك رابطه ترتیبی جزیی روی ۸ است* 

(ج ) عاصر مقایسه پذیر و مقایسه داپذیر را تحیین کنید * 


فرش کنیم > يك رابطه ترتیبی جزین روی مجموعه ۸۵ باشد * اگر هر دو خصر 
مقایسه پذیر باشند , آنگاه > را يك رابطه ترتیبی خطی روی ,۸ م‌نامیم * 


1-۲-۰ : مثال : 

(الف) همانطوییکه در ٩-۲-۷‏ (الف) ملاحظه شد , رابطه > روی ۸ يك رابطه 
ترتیبی خطی است ۰ 

(ب ) اکر (ع)-۸, آنگاه ((4<)۸)-(2)۸و مودار رابطه > روی(۸]یصو رت 


زیر است ۰ 


(ه) * 


۱ 


ب ۵ 


ملاحظه می‌شود که دو عصر هه و (2)مقایسه پذیرند و در نتیجه رابطهی 
روی (۸)يك رابطه ترتییی خط است * 


فرض کنیم > يك رابطه ترتیسی جزیی روی مجموته ۵ باشد * 
( الف ) عصر ‏ متعلق به ۸ را کوچکترین عدصر .۸۵ می‌دامیم اگر برای هر »2 متعلق به ۵ 
داشته باشیم ‏ > 
( ب )عصر و متعلق به ۸ را بزرگترین عصر ۸۵ می‌دامیم اگر برای هر یر متعلق به 
۸ داشته باشیم و۰25 


2۲-۲ : مثال : 


(الف | رابطه > را روی !| در دظر می‌گیریم * در اینصورت عد د ۱ کوچکترین عنصر ۷/ 
است , زیرا که می‌دانیم ع2>!برای هر (26مجموعه ۷(/دارای بزرگترین عخصر 

( ب ) فرش کنیم ۸ يك مجموته باشد و رابطه > را روی(۸)/)در دظر م‌گیریم * چمون 

۵6 برای هر (۸) 60(پس ۵ کوچکترین عنصر (۸)است * همچدین 

چون .۵ ع (برای هر (۸)/>»(پس ۸ بزرگترین عصر (7)۸)است * 

[ ج ارابطه در >-۲- (ج ارا در نظر می‌گیریم * در ایدصورت 2 کوچکترین عنصر 
۸ است و ۸ بزرگترین عصر ندارد ۰ 

( د )در ۲-۵-: ۲ کوچکترین عنصر ۸۸ است و ۸ بزرگترین عصر ندارد * 

(ه )فاصله باز (۱ > >ه ۸ >« |ع2)-(دم)و رابطه > را موی( ده) در نظر 
می‌گیريم * در اینصورت(۱د 0) دارای کوچکترین یا بزرگترینعصر نمی‌باشد * 

( و ) فاصله باز و بسته || >>۰ ۳۸ > ]-( )و رابطه > را روی[ا, ه) در نظر 


می‌گیریم * در ایدصورت ۱ بزرگترین عنصر[اده) است و [او ه)کوچکترین عصرندارده 
(ز ) فاصله بسته و با ز(>>1۳۸۰ >>[ 12 -(ا]و رابطه > را روی(ا و ه] در نظطنر 
می‌گیریم * در اینصورت 0 کوچکترین عحصر( اد ه ] است و(اوه] بزرگترین عطصر 
ندارد ۰ 
(ح افاصله بسته (۱ > >ه ۳۸ > ]ارزو رابطه ک را روی(ا, هدر نظر می‌گيريم 
در اینصورت ه کوچکترین عصر[ره] و ۱ بزرگترین عصر[اره] است ۰ 


1-۲-۲ قضیه : 


فرض کنیم >‌يك رابطه ترتییی جزیی روی مجموعه ۵ باشد * در اینصورت کوچکتژن 
عدصر ‏ و بزرگترین عدصر ۸ در صورت وجود یکتا هستند ۰ 


سس 
نشان س‌د میم که کوچکترین عصر ,۸ در صورت وجود یکتا است * فرض کنیم بح وان 
هر دو کوچکترین ععاصر ۵ باشند * در اینصورت چون :هکوچکترین عنصر ۸ اسست وه 
پس ۰۵ همچنین چون "2 کوچکترین عصر پا است وج :0 پس به > «حال 
چونه > ۱ ۰ > هو رابطه > دامتقارن است پس :۵ بنابراین کوچکترین عنصر ۵ 
در صورت وجود یکتا است* 
بطریق مشابه م‌توان ثابت کرد که بزرگترین عصر ۵ در صورت وجودیکتا است* 


6-۲-6 : تحریف : 
فرض کنیم > يك رابطه ترتیبیی جزین روی مجموعه ۸ باشد ۰ 

[ الف ) عصر به در ۵ را يك عدصر می‌دیمال ۵ می‌دامیم اگر در ۵ خصری مانند عرمخالف 
وجود نداشته باشد بطوریکه» > ۰2 بعبارت دیگر 0۷ يك عحدصر می‌نیمال ۵ 
است اگر برای هر ,۸۵ > »۰,2 > 2 نتیجه بد هد 0 ۰ 

( ب )عصر ط در ۸ را یعصر ماکسیمال ,۸ می‌نامیم اگر در ,۵ ععصری مانند »2 مخالف 
6 وجود نداشته باشد بطوریکه 2 > ۰ بحبارت دیگر م يك عصر ماکسیمال 


۸ است اگر برای هر > 2 .2 > ط نتیجه بد هد طم۰2 


۲-0 : مشال : 


(الف ) رابطه > را روی ۸4 در نظر م‌گيريم * در ایتصورت عدد ۱ يك عنصر می‌نیمال لا 
است و /۸عصر ماکسیمال ندارد * 

[ ب ) فرض کنیم ۸ يك مجموعه باشد و رابطه > را روک(2)۸)د ر دظر می‌گیریم *د راینصور 
9 يك عصر می‌نیمال (۸) )و ۸ يك عصر ما کسیما ل(۸) است * 

( ج ارابطه را در 2۳-6 (ج )در دظر می‌گيريم * در اینصورت 2 يك عخصسر 
می‌تیمال ۸۵ است و ۰ ۰ 6 عاصر ماکسیمال ۸ می‌باشدد * 

(ی اور و و ۲ ی مرم‌تبان فرداسکی کرو ام با کیان ۸ 
می‌باشند ۰ 

) مجمیه((یامه),(],(») 1و رابطه ج را وید ر نظر م‌گيريم *درایدصو 


تمودار > بصورت زیر است : 


كت 


7 


(و1ه ۰ (» ) 


ملاحظه می‌شودکه ,46 و وا 4 هر دو عتاصر م‌تیمال ۵ و وه 1 يك ععصر 
ماکسیمال ۸۸ هستند ۰ 
( و) رابطه > را روی فاصله بازرار )در دظر م‌گيريم * در اینصورت مجموعه(او 0 
دارای عصر می‌تیمال يا خصر ماکسیمال نیست* 
تذکر : 
ببابه ۳-۱۲-؟ کوچکترین عنصر و بزرگترین عطصر در صورت وجود یکتا هستند *ولی 
از متالهای ۳-۱۵ [ب )و 1-۲-۱۵ [ه ) نتیجه می‌شود که عناصر ماکسیما ل وس‌نیمال 
در صورت وجود « لزوماً یکتا نیستند * قضیه زیر شان مد هدکه اگر کوچکترین عنصر و 


بزرگترین عنصر وجود داشته باشند آنگاه عنا صر م نیما ل و ماکسیمال وجود دارسد و 


منحصر بقرد می‌باشند ۰ 


1-۳-1 : قضیسه : 


فرض کنیم > يك رابطه ترتیبی جزیی روی مجموعه ۸ باشد * در اینصورت د اریم : 
[الف )اگر > کوچکترین عصر ۸ باشد , آنگاه ۵ تدها عحصر می‌نیمال ۸۵ است ۰ 
(ب ) اگر ط بزرگترین عنصر ۸ باشد , آنگاه ط تدها عطصر ماکسیمال ۸ است ۰ 


(الف ) اکر کوچکترین عنصر ۸۵ باشد , آنگاه عصرع2مخالف » در ۸۵ وجودندارد 
بطوریکه ه > ع<و در نتیجه 2 يك عصر می‌تیمال ۸ است * بعلاوه اگره یسك 
عحصر می‌نیمال ,۸ باشد , آنگاه چون 2 کوچکترین‌عدصر ۸ است پسه > 0 ۰ 
حال چون ۵۶ يك عصر س‌دیمال ۸ است پس :۰-0" بنابراین »2 تدهاععصر 
م‌نیمال ۸۵ می‌باشد ۰ 

(ب ) این بدد را بعنوان تمرین اثبات نمائید * 


1-۲-1 تمریسن 
نشان د هید که يك عنصر می‌دیمال لزوماً کوچکترین عصر نیست * همچنین نشان 
د هید که يك عصر ماکسیمال لزوماً يك بزرگترین عصر نیست * 


1-۲-۷ : قضیه : 
فرض کنیم > يك رابطه ترتیبی خطی روی مجموعه ۸ باشد و ۵ > ط د * *د راینصور 

داریسم : 

(الف ] کوچکترین عصر ۱۸ست اگر و فقط اگر 2 يك عصر می‌نیمال ۵ باشد ۰ 

( ب ) ط بزرگترین عصر ۵ است اگر و ققط اگر ما يك عتصر ماکسیمال ۸ باشد ۰ 


(الف ) اگر » کوچکترین عصر ۸ باشد , همانطوریکه در 2-۲-۱۱ (الف ) دیدیم , 
يك عصر می‌نیمال ۸۵ است * حال فرض کنیم 2 يك عصر می‌نیمال ۸ باشد و 
نشان م‌د میم 0 کوچکترین عصر ۸ است* چون > يك رابطه ترتیبی خطی 
روی ۸ است , پس برای هر ۸ > 2 داریم» >یای<ر > * چون 2 یسك 
عصر می‌نیمال .۸ است پس 2 در ۸۵ مخالف ۵ وجود ندارد بطوریکه 0 > 2 ۰ 
بنابراین برای‌ه۸ 6 2د اریجیر > بو در نتیجه 0 کوچکترین علصر ۸۵ است* 
( ب )بعنوان تمرین این بندرا ثابت کنید * 


1-۳-۸ : تمرین : 


مجموعه ۷ 1 ۵ ۳ ۲ را د رنظر بگیرید * روابط 
| روی ۸ بترتیب توسط تمود ارهای ز ف کنید : 
او اب بر بترتیب توسط تمود ارهای زیر تعریف 


۵ چس وچ تسه چم چسن چم نوتم وت ن چت و 
ما ما ام ام مق 


هب که << 


ض 
ف 
1 
ع 


همچنین فرض کنید که هرسه رابطه روی ۸ انعکاسی هستند * 


( الف ) کوچکترین عدصر و بزرگترین عصر ۸ را نسبت به مريك از روابط فوق , در صور ت 
وجود تعیین کنید * 

اب )عناصر می‌نیمال و ماکسیمال ۸ را نسبت به هريك از روابط فوق , در صورت وجود 

(ج ) کداميك از روابط فوق , يك رابطه ترتیبی خطی است ؟ 


۲-۹ : تمرین : 

رابطه > را روی مجموته زیر در نظر بگیرید * 

۳ دز (۸)د(س)ایل > امه ]ر(ه]ده) - 

[ب ) کوچکترین كثِ عصر ,۵ را در صورت وجود , تحیین کلید * 
(اج اعاصر می‌نیمال و ماکسیمال ۸ را در صورت وجود , تعیین کلید * 
1-۲-۰ : تمرین : 

رابطه > را روی مجموعه ِ > 2 0۸ > 2 در ظر بگیرید : 
(الف)آیا رابطه > روی کچ يك رابطه ترتیبی خطی است ؟ 
[ب ) کوچکترین عصر و بزرگترین ععصر 4 را در صورت وجود , تعیین کنید * 
(چ )عاصر می‌دیمال و ماکسیمال چ را در صورت وجود « تعیین کنید * 


تذ کر : 
و 
فرض کنیم عٍ یدرابطه ترتیبی جزین روی مجموعه ۵ و ۸ > *رابطه کک را 
(9 > 8۸2 :)سح بر > 
در اینصورت > يك رابطه ترتیبی جزیی روی ۵ اس. * زیرا که داریم : 
برای هر6 26 چون ۸ ء 2 پس2 >2 و در نتیجه2 > ۰ پس > روی ۶ انعکاس 
است * برای هرق داگر یب وید > کل , آنگاه کج وید > پر و در نتیجسسه 


< 2 ۰ پس > روی 8 نامتقارن است * برای هر8ء 2,ا,<2اگر 2و 2 > ۰ آنگاه 
> و 2 > وو در نتیجه 3 > 2 که نتیجه می‌د هد 2 26+ پس کي روی 2 انتقالی 
است * بتابراین کي روی 8 يك رابطه ترتیبی جزین می‌باشد * 


بدابراین اگر يك رابطه ترتیبی جزیی روی يك مجموعه را بصورت فوق روی يك زر 


مجموعه آن مجموته القا نمائیم يك رابطه ترتیبی جزیس روی آن زیر مجموعه بد ست م‌آید 
معمولا " رابطه بدست‌آمده را با همان نماد رابطه اولی نشان مد هند * بنابراین‌در 
بالا بجای نوشتن کک همان نماد > را می‌تویسیم و می‌گوئيم رابطه > را روی 2 د ردظر 
بگیرید * البته دقت می‌کنیم که در اینصورت عنا صرح » و۰ ... باید در 2 قرار داشته 


باشند ۰ 


۱ مرن 
رابطه> راروی ۱ ۸۱۸ بصورت زبرتعریفکنید ؛ 
اه > چسه ( ,)> (لابد) 

| الف ) نشان د مید که > يك رابطه ترتیبی جزیی روی ۷۷(است * 

(ب )آیا رابطه > روی ((/(ايك رابطه ترتیبی خطی است ؟ چرا ؟ 

اج انمودار رابطه که روی زیر مجموته (> +۸2۲ ۷ وه |[روع] از بج بح ر 
رسم کلیند * 

( د ) کوچکترین عصره بزرگترین عنصر و عناصر می‌دیمال و ماکسیمال ۸۷ ۵۷را در صورت 
وجود «, تعیین کنید * 

[ ه ) کوچکترین عدصره بزرگترین عصر و عناصر می‌تیمال و ماکسیمال زیر مجموعه 

۶۶ > + 2 ۷۸ و« |(زوت) را تعیین کلید * 


1-۳-۲ : تحریف : 


فرض کنیم > يك رابطه ترتیبی جزیی روی ,۸ باشدو ۸۵ ظ . 
[الف ) عصر »ه در ۸ را يك کران پایین 8ی‌نامیم , اگر برای هر 8 2:6 داشتسه 
باشیم 052 ۰ 


اب )عصر ‏ در ۸۵۸ را يك کران بالای 6 می‌ناميم , اگر برای هر 2:68: داشتسه 


باشیم » > ۰۰2 


2 ال : 


[الف ) رابطه ۸ را در ۰۳*۶ (ج ) در نظرس‌گيريم * در ایدصورت و يك کسران 

بالای زبر مجموعه | ۶ د »از ۸ می‌باشد * همچدین # يك کران بالای زیرمجموعه 

[4:>,»)است * اگر زیر مجموعه (.۵) از ب۸ را در نظر بگيريم , آنگاه همه عناصرکراده 
بالا برای این زیر مجموعه هستند * در این مثال 2 يك کران پائین زیرمجموعسه 
مثلا" ()دطاست ۰ 

[ب ) رابطه را در ۲-۳-۵ در نظر م‌گيريم * در اینصورت 09۲ کرانهای پائیین 
زیر مجموعه [ 1: ۲, ۱ )از چم هستند * در اين مثال مجموته ( 1 ۲ کان‌بالا 
نسدارد ۰ 

اج ارابطه > را روی ۷7/در نظر می‌گیریم * اگر زیر مجموعه هه او * ۵و آو 1 از ۸۷/ 
را در نظر بگیریم , آنگاه عدد ۱ يك کران پائین وهمه اعداد بزرگتر یا مساو ی 
۰ کرانهای بالای این زیر مجموعه هستند * 


6 -۲-: تمرین : 
فرض کنید >> يك رابطه ترتیبی جزیی روی مجموعه ۸ باشد وطع»۰۵ نشان 
د هید که : 
[الف) > کوچکترین عصر ۸ است اگر و فقط‌اگر 4 يك کران پائین ۸ باشد * 
اب ) > بزرگترین عصر ۵ است اگر و فقطاگر ع يك کران بالای ۸ باشد * 


2-0 : تعریف : 
فرض کنیم > يك رابطه ترتیب جزیی روی مجموعه ۸۵ باشدو ۸ > 8 ۰ 

[الف ) اگر _امجموعه همه کرانهای پائین 6 باشد « آنگاه بزرگترین عصر | د رصورت 
وجود , بزرگترین کران پائین ‏ نامیده شده و توسط‌نماد 9 #نه. تماینش 
داده می‌شود و 


(ب )اگرتمجموعه همه کرانهای بالای 6 باشد , آنگاه کوچکترین عدصر اد رصور ت 
وجود , کوچکترین کران بالای ۵ نامیده شد ه و توسط نماد ضز ماش 


داده می‌شود ۰ 


۲-۲« : مثال : 


(الف ) رابطه > را روی ۸۷ در نظر می‌گيريم و فرش‌‌کنيم [۲۰, ۱۱۰ ۵)  <‏ «در 
اینصورت مجموعه همه کرادهای پائین ۸ جارنست از 91 ۳ ۱ ومجمونه 
همه کرانهای بالای ۸۵ ارتست از ۳ رد ۶۱26۸۷۸۰ بتابراین 0 بزرگترین 
کران پائین ۵ و ۲۰ کو چکترین کران بالای 2 می‌باشقد , بعبارت دیگسر 
۵ اس و ۲۰- 8 مس 

۰ " [ب ) رابطه 6 را در ۳۲-4 اج ) در نظر م‌گیریم * در اینصورت ۶ < ۴:<) من : 

ما - ( ود د »1 سل یه ۸ ,۵ | ردو مجموعه (۶ دع] کوچکترین کران بالاندارد * 

اج ارابطه > را در ۳-۸ در نظر می‌گيريم * در ابنصورت مجموعه ۳ ۱ کوچکترین 

کران بالا يا بزر گترین کران پائین ندارد * 


۱-۳-۷ تمرین : 


[الف ) فرش کنید که يك رابطه ترتیبی جزین روی مجموته ۸ باشد وخء اد به.شان 
د هید که :۵ کوچکترین عصر ۸ است اگر و فقط اگر ,2/۸ ۰ * همچنین نشان 
د هید که ط بزرگترین عحصر ۸ است اگر و فقط اگر ,نسم -ط* 

(ب ) رابطه > روی/ « ۷( را در ٩-۲-۲۱‏ و زیر مجموته [(۲, ۱۳۱,0۳ ۲۱۲ -8 
از ۸۷۸۷ را در نظر بگیرید * مجموعه همه کرانهای پائین ۶ را تعیین کنید * 
همچدین بزرگترین کران پائین و کوچکترین کران بالای ظ] را در صورت وجود « تعیین 
کنید * آیا ۸۷ * 2۷ دارای بزرگترین کران پائین است ؟ 

(ج ) فرض کنید > يك رابطه ترتیبی جزیی روی مجموعه ۸ باشدو ۸ > 8 * شان 
دهید که 4ب و 8جشدر صورت وجود « یکتا هستند * 

[د )فرض کنید > يك رابطه ترتیی جزین روی مجموعه ۵ باشدو۵ ع ۶ و۵ > ) ۰ 


اگر 8 و > دارای کوچکترین کران بالا باشد , آیا > 80 نیز دارای کوچکترین کران 
بالاست ؟ اگر > يك رابطه ترتییی خطی روی ۸ باشد و ن 2دارای کوچکتژا 
کران بالا باشد , آنگاه نشان د هیدکه 8 یا > دارای کوچکترین کران‌بالاست ۰ 


1-۳-۸ : تعریف : 


رابطه 6 روی مجموعه ۸ يك رابطه ترتییی جزین اکیدنامید ه می‌شود اگر داشتسه 


[الف) ۸ انتقالی باشد , 
(ب )برای هر ۵ ۰2 #(2:2): بعبارت دیگر اگر [ رابطه همانی‌روی ۸ باشد , 
آنگاه ط <] ۰6/۲۱ 


: مقال‎ : ٩-۲-٩ 


[ الف ) رابطه کوچکتر بودن معمولی اعداد روی/۸/یعتی > ؛ يك رابطه ترتیین‌جزسی 
اکیداست ۰ زبرا که اگر لژ >»2 و 2> و آنگاه 2 »2 وبرای هر ۰2:۸۷ 2 4 2 . 

اب افرض کنیم ۵ يك مجموعه باشد و مجموعه (۸را در دظر می‌گيريم * در ایتصورت 
رابطه > روی(۸) که رابطه زیر مجموعه بودن اکید است , يك رابطه ترتییسی 
جزین اکید م‌باشد * زیرا که , اگر (ع)(و 7>لا: آنگاه )رو برای هر 
(6۸ >( < ۶( . 


1-۲-۰ : قضیه _: 


فرض کنیم ( يك رابطه روی مجموعه .۸ و [ رابطه همانی روی ۸ باشد *د راینصور 

اوه 

(ااف ) اگر ۸ يك رایطه ترتیبی جزین روی ۸ باشد , آنگاه[- ‏ يك رابطه ترتییسی 
جزیی اکید روی۸ است ۰ 

(ب ااگر 8 يك رابطه ترتیبی جزیی اکید روی ۸ باشد , آنگاه [ لا!ايك رابطه ترتیبی 
جزین روی ۸۵ است ۰ 


ابسات : 


( الف ) فرض کنیم / يك رابطه ترتیس جزیی روی هر است , برای هرج ع 23 
فرش کنیم ]- 8 >(ورج)و 8-1 >(2,2)* در اینصورت >( رنه): 2(>1د بر ) ۰ 2 2 و 
27" چون ۸ انتقالی است)>(رید) و بعلاوه 2 ۰ زبرا که ارچ - 2 آنگاه 
>( مج و (2ر و) وچون ۸ نامتقارن است پس 2 که يك تداقضاست "بدابر 
این ع 2 و در نتیجه[->(2و)؛پس[- ۸ انتقالی است * روشن است که برای مسر 
6۸ 2 داریم #۸ (دری2) * بدابراین[- 0 يك رابطه ترتیبی جزی اکید روی۸م‌باشد* 
حال فرض کنیم 0 يك رابطه ترتیبی جزیی اکید روی ۸ باشد * چون [ن]ء [ پسس 
بتابه ۱-0 (الف):] دا/يك رابطه انعکاسی است * چون ۵ و [ هردو انتقالس 
هستند پس بنابه 1-۱-۲ (ج ) :]0 انتقالی است * همچنین اگر برای هرا ور 
داشته باشیم ]> (د»د)ر[ن۳>(«ء3) آنگاه 2-4 زیر که اگری 2 آنگاه6(ور<) 
و >( د بو و چون ۸ انتقالی است پس 8 در )که يك تداقض است * بنابراین 2 
و در نتیجه [ لا 6 يك رابطه امتقارن است * بنابراین]ن ) يك رابطه ترتیبی جزیسی 
روی ۸۵ است * 


از قضیه فوق نتیجه می‌شود که از هر رابطه ترتیبی جزیی چ روی يك مجمومه ۸ 
يك رابطه ترتیبی جزس اکید [- 5-8 روی ۸ بد ست س‌آید و برکس از هر رابطه ترتیبی 
جزین اکید 5 روی ۸ يك رابطه ترتیبی جزین [ن ۸-5 بد ست م‌آید * اگر رابطه ترتیبی 
جزیی را توسط نماد > نشان د میم آنگاه رابطه ترتیب جزیی اکید[- > را توسط تماد 
> نمایش می‌د هیسم * 


۳-۱ -) : مثال : 


[الف ) رابطه > را روی در نظر می‌گیریم * در اینصورت داریم : 
آ ب کعد > 


(ب )فرض کنیم ۸ يك مجموعه باشد و رابطه > را روی(۸) 2 در دظر می‌گیریم * د ر 


2۳-۲ : تمرین : 
فرض کنید ک يك رابطه ترتیبی جزیسی روی ۸ باشد و ۸ > 6 * نشان د هید که : 
[الف) مجموعه همه کرانهای بالایه مساوی ۸ است * همچنین مجموعه همه کرانهای 
پائین ه مساوی ۸ است * سپس نتیجه بگیرید که : 
هس جح ۸ هم د ۵ مه > ۸ سم 
(ب ) > يك رابطه ترتیبی جزین روی ۸ است ۰ 
۱ ج ) اگر نسبت به رابطه > داشته باشیمو] رید < ۰ , آنگاه نسبت به رابطه > 


داریم ۵ 2۸ ۰ « 


تیگ : 
رابطه 6 روی مجموعه ۸ يك رابطه ترتیبی خط اکید نامید ه می‌شود اگرد اشتسه 


باشیسم : 
(الف ) ۶ يك رابطه انتقالی باشد , 


(ب )برای مر ۸ ء ل ر 2 دقيقاً یکی از حالات زیر برقرار باشد : 
2 ۸۷ 8۸2 ۷ 9 ۲ 2 


رابطه > روی ۸۷ يك رابطه ترتیبی خطی اکیداست * زیراکه > یك رابطه 
انتقالی است و برای هر ۸7 ,یر می‌دانیم که دقيقاً یکی از حالات زیر برقرار است ۰ 


2 > 7 ۷ 8 > 2۶ ۷ 2 


۰۵ تسین , ۱ 


فرض کنید 4 یك,روی مجموته ۵ و [ رابطه همانی روی ,۸ باشد * نشان د هید 
که : 


(الف ) اگر 8 ترتیبی خطی اکید روی ۸ باشد , آنگاه ۸ ترتیبی جزیی اکید روی ۸است 
(ب ااگر 8 ترتیبی خطی روی ۸ باشد , آنگاه [- ۸ ترتیبی خطی اکید روی ۸ است * 
(ج )اگر ۸ ترتییی خط اکید روی .۸ باشد , آنگاه] ل ۲ ترتیس خطی روی ۸ است * 


۲-1 : تعریف : 
فرض کنیم ۸۵ يك مجموعه و 6 يك رابطه روی ۵ باشد * 

( الف ) اگر /يك رابطه ترتیبی جزیی روی ۸ باشد , آنگاه ۸۵ يك مجموعه مرتب جزیسی 
تحت ۸ نامید ه می‌شود * 

(ب )اگر ۵ يك رابطه ترتییی خطی روی ۸ باشد , آنگاه ۸۵ يك مجموته مرتب خطی 
تحت ۸ نامیده می‌شود ۰ 


۲-۲-۷ : مثال : 
(الف ) ۷ يك مجموعه مرتب خطی تحت رابطه آاست ۰ 
( ب ) اگر ۵ يك مجموعه باشد , آنگاه(م)یكمجموعه مرتب جزس تحت رابطه > 


است ۰ 


1-۲-۸ : تمربن _: 

تمرین رابطه | را روی 4( بصورت زیر تعریف س‌کنيم : 
(72 ع و ۸ ۸ ع م) 37 سس و | 2 

( الف ) نشان د هید که ۷ج يك مجموعه مرتب جزیی تحت رابطه | است * 

| ب ) آیا ۸۷ يك مجموعه مرتب خطی تحت رابطه | می‌باشد ؟ 

( ج )زیر مجموته 1 ۵ ۲و ۲و ۱ - ۸ از را در نظر بگیرید و نموداررابطه 
| را روی ۸ ۰ ترسیم کلیسد * 

( د ) جدول رابطه ترتیین جزیی اکید روی ۸ را که از رابطه ترتییی جزیی | بد سست 
می آید , رن 

( ها بزرگترین عصر « کوچکترین"و عاصر می‌دیمال و ماکسیمال ,۵ را در صورت وجود تعیین 


(و )زیر مجموعه (۳, ۲« 4۱ - از ۸ را در نظر بگیرید. ویب و ۶ یه .راد رصورت 
وجود تعیین کلیسد * 


۲-۰۳۹ : تمرین * 


نشان د هید که يك مجموعه مرتب جزیی متداهی همیشه دارای عحصر می‌نیمال و 
عصر ماکسیمال است ۰ 


سل ۵ 


امسداد املسسن 


این فصل به سه قسمت تقسیم شد ه است * در قسمت اول هم ارزی مجموعه ها را 
تعریف م‌کنیم و سپس در رابطه با مجموعه ها , مفاهیس نظیره متا : تامتتا هی : 
شمارش پذیر و شمارش ناپذیر را محری می‌کنیم و مورد بررس قرار س‌د هیم *در قسمت 
دوم به هر مجموعه عد دی بنام عد د اصلن وابسته م‌کنیم و سپس با استفاده از نتایسج 
بدست آمقه در قسفت اول حساب اهداد املن را که شبیه حساب اعداد. معنوللنسی 
می‌باشد « می‌سازیم * در قسمت آخر این فصل اصل انتخاب و برخی‌از اصول معادل آنرا 


معرش می‌کنیسم * 


۱ مهم ارزی مجموعه ها 

تابحال با در ك ضمس که از مقا میم متتاهی و نامتنا هی داشته ایم ازمجموعه های 
سناهی و تامتتاهن صحبت کرده ایم * در اين قسمت این دو شهوم بطور د قیق تعری_ف 
می‌شوند. * در حقیقت تعریف مجموعه متناه و مجموعه نامتناهی با استفاده از مقایسه 
مجموعه ها صورت می‌گیرد و مقایسه مجموعه ها بوسیله تابح انجام م‌شود ۰ 


0-۱-۱: تعر یف : 
فرض کنیم ,۸ و 2 دو مجموعه باشند ۰ در اینصورت , 
(الف) ۸۵ را هم ارز م‌تامیم اگر يك تابح دوسوی از ۸ به 6 وجود داشته باشد و 


در ایدصورت می‌نوبسیم : ۵ دم 


اگر ۸ هم ارز 8 نباشد آنگاه م‌توپسیم : 
ع ۸ ۸ 
(ب ) اگر يك تابع‌يك بيك از ۸ به 8 وجود داشته باشدآنگاه می‌نویسیم : 


۵ > ۸ 
(ج ۱ اگر ۸و ۵ لام ۸ آنگاه م‌تویسیم ؛ 


2۳۹ 


۲ مشال : 


(الف ) فرش کنیم (۳, ۲, 0۱ ۸ و ((9[)9,)4)ر 1 < 8 * در اینصورت 
۸-8 ۱ بطوریکه 4 - (۱) ۴ , ((9) و * ) (۲) وه - (۶)۳ يك تابسع 
دوسوپی از ۸ به 8 است * بدابراین ظ سم ۸ » 

(ب )فرش کنیم (4۱,۲ < ۸و ۳۱: ۲, 1۱ - ۰ در اینصورت ,8 <-۸؛[بطوریکه 
۱- (۱) ۶و ۲- (۲) ]يك تابح‌يك بيك از ۸ به 8 است * بدابراین ۶ > ۸ ۰ 
بسهولت دید ه می‌شود که يك تابع دوسوی از ۵به 6 وجود ندارد و در نتیجه 

۸ بدابراین 6 > ۸ ۰ 

اج ) زیر مجموعه مای (/۸ <(۲۶) ناو (۵۷ع»/۱- < 8 از /۵را که بترتیب مجموعه 

اعداد زوج و مجموعه اعداد فرد در //م‌باشند , در نظر می‌گیریم * تعریسف 


یچ 


ظ ج / 9۰ ۸ج ل( :۴ 


2۷2-۱ (عج) ‏ ۱ 2 (۶)2 
در ایتصورت ۶ و 8 هر دو تابع دو سویی هستدد * بنابراین۵ نم ۸ و جنم ۸۷ ۰ 
| د ) فرض کنیم »هءمء» و اعداد حقیق باشند و >۵ و > * فواصل بسته 
[ه , 0] و[ د>ع] را در نظر می‌گیریم و تابح ع را بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 
([ هن ] بت ۳۵ 


۷ سس ط یر 9 ‌« ح # 
6 - و 


در اینصورت ۶ يك تابع دوسوی ۱ [واو 0] * بنابراین هر 


دوفاصله بسته غرتهی و کراندار از هم آرزند * 

چون(هرع)- ((دومه) (۶) معا« پس از تحدید تابح ۶ روی فاصله باز (ط , ۵ ) 
يك تابع دوسویی از ( ۲« *)به (/: )بدست می‌آید » پس ۰0/۱ )۰۱ ]. 
بنابراین هردو فاصله باز نغیرتهن و کراندار از | هم ارزند * 


([ هم ) فاصله با زر و )را در نظر من‌گیریم * در اینصورت تابح زیر يك تأیع د وسویی 
است : 
سس( چه )۴ 


۱ 2( ۳۰22 
بدابراین چمم (*4 وت - 
[و ) مجموعه /ج)/ را تا اج و عاصر آدرا بصورت جد ول زیر می‌نویسیم : 
(۲, ۸۱ ۱۱,۲۱ 1 


0 4 ؟( ۳ 


5 ( لُ‌ ۳( (۱۱ ۲( 


7 , ۱ 
۰ 
۱ 
۲ 
۱ 7 


ملاحظه می‌شودکه در سطر اول جد ول فوق مولفه اول همه زوجهای مرتب عد د 
۱ است و موه لفه دوم آنها بتدریج اضافه ی‌شود * در سطر دوم مو* لغه اول همه 
زوجهای مرتب عدد ۲ است و مو* لفه دوم آنها بتدریج اضافه می‌شود و بهمین صورت 
در سطرمای بعدی ادا مه م‌د هیح ۰ حال مطابق پیکانهای رسع شده در جسدول 
فوق عناصر ۷ را به عدا صر ۸۷ « ۸۷ نظیر می‌کنیم * مثلاء ۱ رابه(۱: ۱۱« ۲ را به (۲, ۱) 
۲ را به (۱: ۲): را به ۰:۲۱ ۱), ۵را به (۲: ۲) , را به ۲۰۱۱)و ۰۰۰نظیسر 
می‌کنیم * بدین ترتیب يك تابح‌يك بيك و پوشا از ۷ به /(<۸۷/ بد ست می‌آید * 

پنابراین ۸ نم پر 


0-۱-۲: قضیه : 


فرش کنیع ۸ ۰ 2 و » سه مجموعه باشند * در اینصورت د اریم : 
(الف) ۵ ۵ 


(فت ۵ سم 8 جتت | دم در 
(ج ) ۱ 


(الف ) بتابه ۲-۲-۲ 1ج ا, تایع همانی روی ۸۵ » ب يك تابع دوسوی از ۸ به ۸ 


است * پس بش۸" ۳ 

(ب ) چون تسه پس يك تابح دو سوی از به 8 مانند گر وجود دارد * بسا بسه 
۲-۲-۲ (ج ا, ۶ معکوس پذیر است و بدا به ۲-۱-۲۲ (الف) #۰ يك تابع 
معکوس پذیر از 8 به ۸ است * پس ۶ يك تابع دوسوی از 8 به ۸۵ است ودر 
نتیجه۸م 6 ۰ 


اج )چون سم و >پس توابح دو سوسی ۶ و و« بترتیب از به 8 وازقابه » 
وجود دارند *بنا به ۲-۲-6 تابح گزه 7 يك تایح د وسویی از ۸۵ به ) است* 
پسس ۰۲ 


۵-۱-6 مثال : 


اه 0-۱ ها یه 0-۱ (د ارچ )لاه 
بدا به ۳( ۵ (ج ۱ رجمم( او ه) ۰ 


نمادگذاری : 


فرض کنیم ,۸ و 8 دو مجموعه باشند * در اینصورت مجموعه همه توایحاز ۵ به ظ 
را با نماد8 ۸ نمایش می‌د هیم , بعبارت دیگر : 


1ج ۸ :21۶۱۶ و۵ 


0-۱-0: قضیه : 


فرض کنیم هنم خ و ها دم #۴« در اینصورت داریم : 


۹ وراه سس تاخرچت ۸06۸8002۵ 


(ب ) 0 ۰ ۸ 


(ج ) و ۸ 


اثبسات : 
ات 


چون 8 بو 0س, پس توابع دوسوپی ۴و 3 بترتیب از ۵ به 6 و از » به هوجو 


دارتتت ۶ 

( الف ) تعریف می‌کنیم : و را صب ) لام۸ : 2۸ 
آکر هر ع2 ر (عج) ۶ با ۸ 
آگر 6 2 «(عی 3 


چون هه < ۸0 پس هر يك تابع است * شان می‌د هیم که ۶ يك تابح دوسوس است * فرش 
کنیم رم ۶( ۰ در اینصورت (۴-(۵)یا هه 3- جعژو چون ۴و # هرد و توابسح 
يك بيك هستدد پس در هر حالتْ2-2 و در نتیجه ۶ يك تاب‌يك بيك است* فسرض 
کنیم 0 80 > در اینصورت 9 > با دا > وچون-80۵, ل نس‌تواند در هرد وباشد 
اگر 8 وآنگاه چون ۶ پوشاست پس2وجود دارد بطوربکه()۴- و در نتیجسه 
(ع) 8 - #زاگر9» ل آنگاه چون 2 پوشاست پس ع»2وجود دارد بطوربکه(ج)9- لو در 
نتیجم(ه - ۰4 پس در هر حالت» لا۸ع»2وجود دارد بطوریکه )2و در نتیجه ی 
پوشاست * بنابراین گر يك تابع دوسویی است *پس و ن 8 دا ۸ ۰ 
ی ۳ ور مت ۸ ۸ 
((ع) ود () )> ( 2 ‌ ( 7 
در اینصورت بدا به ۲-۲-۲ (ب ), چون و 3دوسوی مستدد , پس پر يك تابسیج 
دوسوپی است ام توت ی موا 
اج ) چون ۴ يك تابع د وسوی است , پس تم وی از 6 به ۸ است * اکر 
2۰ یعس 2 يك تایح از ۸ به باشد آنگاه ۲ ۰ یه بك تابج از 8 به( است. 
شکل زیر این مطلب را بخوی نشان می‌د هد * 


حال باتوجه به مطلب فوق , تعریف م‌کنیم : 
وا مب ۸ و 
۰ < صی ۸ 
نشان می‌د هیم که ۶ يك تابع دوسویی است * فرض کنیمج) /-(2)د ر اینصورت 
02:۰3 چون لو يك بيك است پس بنا به ۲-۲-۱۱ [د | دارسم 


اج م ب ( ِ 
۴ - 20۶و چون لر پوشاست پس بنابه ۲-۲-۱۱ ( ه ) داریم۰26-2 پس‌گریاه 


بیاه است * اگر و > ۰ یعس بر يك تایح‌از 8 به مباشد , آنگاه پاتوجه به شکل زیر 


۶ يك تابح از ۸ به > است» ۱ 
۶ 


---- کم 


پس اگر ۰۶ و 3-»2, آنگاهعپرو بعلاوه دا 
۶۶(2) ۸ 
آ( ۰۴ وه )9 - 
زره ۶( 3۰8)- 
م1 ه 1 چا 
3 


در اینجا و وابترتیب توابع همانی روی 2 و روی ( هستند * بنابراین م يك تایسع 


پوشاست و در نتیجه ‏ يك تابع دوسویی است * پس ول سم م 
فرض کنیم ۵ يك مجموعه باشد * در ایدصورت برای هر ۵ تایح مشخصه « 
بصورت زیر تحریف می‌شود : 
(۱ءواجت ۵ :بط 


آلر ۱ و ۱ 
8 دعد(ه) ۶ 
ال ( > و و 7 


۵-۱-۷: مثال : 
(الف ) فرش کنیم [۵, 6 ۲ ۱:۲ - ۸ و [۵, ۳ 10 < ۰ در ایتصورت تابسع 
مشخصه *« عارتست از: (او 0ج هر اب 
۱ع(۵) پر , )ی ۰ ۱-(۳) یگ ماگ ,۱۱-۱ پر 
(ب ) مجموعه 4 را در نظر م‌گیریم و فرض می‌کنیم ج زیر مجموعه همه آعداد نوج از 
4 باشد * در اینصورت تابم مشخصه * جبارتست از : 
کر 


9 <() 1 
اگر فرد باشد و ه 


0-۱-۸: قضیه : 
اگر ۸ يك مجموعه باشد , آنگاه اه )نم ۵۸ ) ۰ 


اات : _ ف می‌کنیم : (۱ ولج (6۸ 3۰0 
(0۳70 8 
۳ رن د 1 تابح مشخصه است؟ شان م‌د هیم که 7 يك تایح دوسویی است ۰ 


فرش کنیع (<) 2 - ( )2 * در ایدصورت >« - بر * شان می‌د هیم ا < »۰ 
پنابه 0-۱-۷: ۱- () ۷ چسته < > 2 


بدابه تساوی ‏ - ی : ۱- («) + جسه 
پدابه ۵-۱-۷: 2ست» 
پس »3 - < و در نتیجه و يك بيك است * حال فرض کنیم [اره)*عه یعس ) یساك 
تابح‌از ۸ به(۱«ه)است * فرض کنیم [1۱]- در ایتصورت‌م ء و بعس‌ادوه 
6 زیرا که له ۵ ولو برای هر 2»>۸د اریج : 

۱ 

گر ی 

اگر 24 و ه 

(عت بر < 

بدابراین »9و در نتیجه 8 پوشاست * پس 7 يك تابع دوسوس است ود رنتیجه 
(۱وع ش ره) 2 


: نتیجه فرض کنیم ۸۵ و ] دو مجموعه باشند * در اینصورت داریم‎ 0-۱-٩ 
رو اب رح حست ابرم‎ 
: اثبسات‎ 
۶ 5 
(ج : [ او 1 نم !او و4 چست ( مس هر‎ ٩-۱-۵ بنابه‎ 
بنابه ۵2۱۸و ۱۵-۱-۲ب )و اج ا: (و) ق سمز مت جس‎ 


0-۱-۰ مثال : 


در این مثال نشان می‌د هیم که (وم) *چ].می‌دانیم که در پایه ۲ هر عدد 2 
حعلق به فاصله باز ( ۰,۱ )از/ را م‌توان بصورت ...24,۰2 ,ید( نوشت , که در 
آن هر :»2 متعلق به مجموعه(او 0 است * برای هر .بت« ,/:22د رااء ه) تعسویف 
می‌کنیم ر3-(که درآن پر يك تابح از /به(۱ و ه/ است بطوریکه برای هر ۸۷ع) 
داریم :2 بر" در اینصورت ۶ يك تابج‌از ( ۶۶۱ )به (زوه۸ تعریف س‌کدد * 
شان می‌د هیم که ۴ دوسوین ات ۰ برای هب2 و.. بو 7/24 <2د ر( اوه) 
فرض کنیم (:2) ۶- ۰۴2۵ در اینصورت 22 ,رو در نتیجه برای هر/۸ 1 داریسم 
۵9 3 () بر یعنی برای هر/۱۸ د ارییع« ,2 پس بر« و در نتیجه گر یسك 


بيك است * حال فرض کنیم 7د رم > گر ید رن ۸ برای هر/ 16 آنگاه. .ید مدا < 2 
در ۱۱, ۰ )است و بعلاوه ‏ -یر3ء زیرا کذ هسوسو برای هر ۱6۸۷ داریم : 
۰ ><() یرل 
(ر 
پس یر عی رو در نتیجه ۴ پوشاست * بدابراین ۶ دوسویی است ولاده) کم (اوه). 
بنابه ۵-۱-۶:(] سم رردم)و در نتیجه بنابه ۵-۱-۲ (ب او اج ا+(اوه گر 1 


تذکسر: ازمثال فوق , 0-۱-۸ و ۵-۱-۲ (ب )و اج انتیجه می‌شود که : 


رم 
نمادگذاری: قرار می‌د هیم - 5 و برای هر ۸۷ ۰716 ۱۵۰۰.7 < 7 . 


0-۱-۱ تعریف : 


مجموعه ۵ را يك مجموعه متنا هی می‌تامیم اگر ۵ نج یا ۷ (وجود داشتسه 
باشد بطوریکه ۰/۵۲ اگر ۵ متداهی نباشد , آنگاه ۸ را يك مجموعه نامتنا هی‌م‌نامیم * 


-(-0: مثال : 
(الف ) فرض کنیم و یه * در اینصورت مجموعه های( »* ) و( و 19 متناً هی هستند , 
زیرا که روشن است ام( 1و ۲سم و وه . 


(ب ) 5 متناهی است , زیرا که #۵ يك تابع دوسویی از ۵ به ه است * بدابراین 


5 م6 و در نتیجه 5 متتامی است* همچدین تایح هماس روی 77 یعسی 
چ + يك تابع دوسوین از 27 به است *پس جر يك مجموعه متناهی‌است:برای 


هریم 7 ۰ 


0-۱-۳: قضیه : 


فرض کنیع عسمخو »ه و8 ط * در اینصورت ۲۸ 4 - 2 سم ( 19 ۸ 
ابات : چون 8 سپس يك تابع دوسون مانند ۶ از به 8 وجود دارد * اکسنر 


26۱-۵ آنگاه تعریف می‌کنیم : 9-۲ حت ه ]۵-1 8 
() ۴ (عد) 9 
در این صورت 7 يك تابح دوسویی است" زیرا که اگر ۸-۱ ندرعروممزدمیزرآگاه 
۶۵-()۴وچون ۶ يك بيك است پسی-ید و در نتیجه 2 يك بيك است* همچنین‌اگر 
[0]-9>8آنگاه و و و جپرو چون ۶ پوشاست و ط < رعپس + >یروجسود دارد 
بطوریکه -+-2و ‏ > (۴)2* در ایتصورت [»(-۸ع بو و - (موو درنتیجه 9 پوشاست * 
پس 3 دوسوین است * حال‌فرش کنیم و ()۴* در اینصورت کت <(م#بطوریکه 9 ۵ 
و +9" چون ۶ دوسوین است پسب عم وجود دارد بطوریکه و ط )6 ۰ 


تعریف می‌کنیم : وت + از 


آفر ۸ -() 7 
آلر یه عبر و ط 


شکل زیر لحوه ارتبا ط بین عناصر :۵ : ط ۰ و را نشان می د هد ۰ 


نشان می‌د هیم که 9 يك تابح د وسویی است * فرض کنیم [*] -۸ درد و( 8-(7اگسر 
ناهج و- -آنگاه 2 «ید.اگر ک + 96عهم9: آنگاه ۵د) ۴-(۴6وچون ۶ 

يك بيك است , پس2 2 * بنابراین 2 يك بیلاست * اکر (ط [- -2آنگاه 8 و 1 
و چون ۶ پوشاست 0-(پس ۸ > »2 وجود دارد بطوریکه 4 +2 و 3 -(۴)2* چسون 
# بر پس ()۴-(*) و در نتیجه -(۰36 پس و پوشاست * بدابراین ‏ د وس 
است و در نتیچه (ط) - 9 (ه )اه 


؟ ۱ -[( س ۵ : قضیسه ‌ 
فرض کنیم نا .در اینصورت 0 نم ۲ اگر و فقط اگر 7- ۰77 
اثبسات : 


اگر 71 << ۲۲۱ و آنگاه 7 <- 7 و در نتیجه 7 م77 فر ض‌کنیم 7 نم ۰2 توسط | ستقرا 
روی ۳((۱: نشان می‌د هی که ۰7۲-۰۲ 


پایه استقرا ؛ 
فرض کنیم ۰ -77* در اینصورت [7سمه‌ود ر نتیجه يك تابع دوسویی از ه به 77 وجو 
دارد ۴ چون 4 - ه پس باید داشته باشیم 4 - 7 و در نتیجه 6 << 7 یعشی ه << (2 ۰ 


گام استقرا : 
فرض کنیم که قضیه برای ۲۷ برقرار باشد * یعنی اگر ز م۲ آنگاه 7 ۰۲ فر ش 


کنیم ۳ م+7نشان می‌د هیم که -۱+* چون 0+( + 7 پس ۵ 17و در نتیجه 


هه ۰۵ در أینصورت ۲ و ۱+ ۰۲۱4۱6 پنابه ۵-۱-۳ داریم ۰ 


(۴) - نم ]اج ولا ۱ 277 


چون 7 > ]۱ +177 -20+۱و ۴-۱ < |1۳ پس ۴-۱ 77و در نتیجه بنابه فرض 
استقرا داریم ۰7-۱ پس ‏ ۰+۱ در اینجا اثبات توسط استقرا کامل می‌شود وقضیه 
اثبات می‌گرد د ۰ 


0-۱-0۵ : لتیجه : 
اگرج يك مجموعه متنا هی باشد آنگاه عد د یکتای ( 7۱6/۷00 وجود دارد بطوریکه 
سم ۸ - 


اثببات : 


پنابه 0-1۱-۱۱ عدد [دالا ۱۷ وجود دارد بطوریکه 7 سم فرض‌کنيم بسوا ی 


[.1 ۵/«««نیز داشته باشیم ورد سید ر اینصورت بنابه ٩-۱-۲‏ (ب او (ج ) 


داریح 7 27پس با به ؟ 0-۱-۱ داریم مر * بنابراین مر یکتا ست * 


۵-۱-1: تعریف : 
اگر ۸ يك مجموعه متنا هی باشدآنگاه عد د ۸ عباردست از عد د یکتای [ه1 76۷ 
بطوریکه 7 م۵,عد د۸۵ رابا نماد ا۸| نمایش می‌د هیم * 


0-۱-۷ : مثال : 
(الف ) چون ۲ س[.]پس ۱-|[)۰۱ 
(ب ) اگر ۵۸۵: آنگاه 2۲[|(طده)۱ * زیرا که ۲نم لنوت 1 ۰ 
(ج ) 0-|هاه زیرا که جسمه 
اد ۲۱ 2 |1|؛ زیرا که‌(یم ۲ , برای هر (7 ۰ 


0-۱-۸: تمرین : 


فرض کنید ۸ و 9 دو مجموعه متدا هی باشند *ثابت کنید که : 
2۱ ۱۸۱-۱ جسست 5 مم ط 
۵-۱-۹ تقضیه : 
فرض کنیم ,۸ يك مجموعه متداهی باشد * در ایدصورت اگر 5 يك زیر مجموعه اکید۸ 
باشد , یعسی ۵۸ آنگاه 8 مدا هی است و 2(>|۸۱|: بعبارت دیگر : 
> 8۱| سس ۵۸ 6 
اثبسات : توسط استقرا روی قضیه را ثابت می‌کنیم * 


پایه استقرا : 

فرض کنیم ۰۱۸۱-6۵ در اینصورت ۵ < ۸ و چون هچ زیر مجموعه اکیدندارد , پسس 
دراین حالت قضیه برقرار است : بعبارت دیگر چون ۸ 826 هميشه ظلط است پس‌گزاره 
8۱>۷|جد ۸ ۵ د رست است* 


فرض کنیم قضیه در مورد همه مجموعه های متدا هی یاعد د ۲ برقرار باشد * تشان 
د شیم که قضیه در مورد مجموعه های متدا هی باعدد 7+۱ نیز برقرار است* پس فسرض 
کنیم ۱ ۱۸۱۰ و۸ > 5 ۰ در اینصورت عصر ,۵ وجود دارد بطوریکه۸ »۵ و ۵ ۰0۶ 


پتابه -02۱ داریم : ۱ ۲ ۳2 
۱-12۱ 2 ات 


نم [- ۸ 
اگر[*]-82۸ آنگاه 77 مرو درنتیجه 7-|9]بنابراین ۵ اهی است‌وله| >| ۰۱8 
اگرژه) -8>۸آنگاه بدابه فرض استقرا 2 متداهی است و | ۸ |74 ع| ۵ | .در اینجاقضیه 
اثبات می‌شود * 


یا 


0-۱-۰ لتیجه ۷ يك مجموعه متدا هی تم تواند بايك زیر مجموعه اکید خود ش هم آرز 


پاشسد ۰ 


اات : 

فرض کنیم ۵ يك مجموعه متدامی باشد , ۸ 8و ۰۸8 چون ۸۵ 8«بسا 
به |۱۸(:۵-۱-۱٩‏ ۱8۱ چون 8 م۸ پس بدا به ۵:0-۱-۱۸ اعد ۸ | حاصل يك 
تداقض است * بنابراین۸ نی‌تواند بايك زیر مجموعه اکید خودش , هم ارز باشد * 

از نتیجه فوق بسهولت داریم : 


0-۱-۱ نتیجه : 


فرش کلیم ۸ يك مجمومه باشد ۰ اگر ۸ بايك زیر مجمینه اکید خودش هم ارزباشد , 
آنگاه ۸۵ نامتتا هی است ۰ 


۱-۲ 0: مخال : 
(الف ) در 0۴ 1ج 1 دیدیم که با مجموعه آاعداد زوج که يك زیر مجمو عسه 


(ب )بنابه ۵-۱-5: با(اده) که يك زیر مجموعه اکید خود ش است , هم ارزم‌باشد 


۲۴--07: تمرین_: شان دهیدکه هر زیر مجموعه يك مجموعه متداهی , متا می‌است* 


ععصر »2 و مجموعه های متتاهی ۸۵ و 8 را در نظر می‌گیریم * در اینصورت داریم : 
(الف) (*۸۷ستامی است 
(ب ) ۵ ل۸۱ متدامی است ۰ 
اج ) ۸*6 متامی است ۰ 
(د ) ۸ متتاهی است ‏ 
(ه) (۸۵) مه متتاهی است* 


ایات : 
حسسست یت 


(الف )اگر ۶۸ , آنگاه ۸ - | ]ناو در نتیجه [۸]2متناهن است* فرض کنیسسم 
۸ »2.چون ۸ متداهی است پس (0] /۸>»موجود دارد بطوریکه 5 مود رنتیجه 
يك تابح د وسوی مانند از ۵ به 2 وجود دارد ۰ تحریف می‌کنیم : 


جح (ع لا : و 


آلر ۵ د(و) ب ۱ 
9۱1و 


آتر 22 ژر ر ٩+۱‏ ۲ 


شان مد هیم که 7 يك تابح دوسویی است * فرض کنیم 1 (3) 2 (و) ۰9 
اگر 7+۱ -(3)3-(3)8, آنگاه ه لا < ۰ اگر ۱+ )3 ع(یو, آنگاه ()- و۶6 
و چون ۶ يك بيك است پس و - وبدابراین و يك بيك است * فرض کنیم 771 26.اگر 


۱ ۲ ۲۷ << 3 آنگا ۰0-3 اگر ۱+ 7 خ7#آنگاه 3-7 چون ۲ پوشاست پس 3 وجو د 
دارد بطوریکه (۴)9 و در لتیجه 4 < (۴)9- (1)3* بنابرایین 7 پوشاست * پس 2 
يك تأبع د وسوبی است * و در نتیجه ۱+ ( سم( نا بنایراین 1 ۸ متتا هی است ۰ 


!ب) توسط استقرا روی 8۱ |اين بندرا اثبات می‌کنيم ۰ 


پایه استقرا : اگر »812|, آنگاه 6 ۵و در نتیجه ۸ 2 ۸۱8متناهی است ۰ 


فرش کنیم که این بند برای همه مجموعه ها با عدد 7 بر قرار باشد * نشان می‌د هیم 
که این بند برای مجموعه های با عدد ۱+ 7 نیز برقرار است * پس فرض م‌کلیسسسسم 
۱ > (۰|8 در اینصورت 4و عصرط وجود د ارد بطوربکه ۶ ع ۰ بنابه ابات 
۱۵-۱-۹۹ 7 < | (ط)-3[و در نتیجه بدا به فرض استقرا مجموعه ([*]-0)(ا۸يك مجموعه 
متداهی است * حال چون () ۵ ((ط]-۸08-۸0)8, پس بفا به‌بند ( الف): 8 نا۸ 
يك مجموعه متناهی است * در اینجا اثبات‌بند ( ب ) کامل می‌ شود ۰ 


(ج ) ابتدا نشان مد هیم که اگر (ط ۶-1 آنگاه 8 ۸متتاهی است * تعریف م‌کنیم : 
1ج ۴:۵ 
(ط د ) < (یم) ۶ 
در اینم‌ورت ‌ پك تابع د وسویی است , زیرا که اگر ب «رع2 و (2) ۶ (2)آنگاه (ارید)-(طذرد) 
و در نتیجه 2-7 پس ‏ يك بيك است * همچنین اگر ۸19۱ 9۸آنگاه خ 7 

وجود د ارد بطوریکه (و رد) - و در اینصورت ‏ -(ط و *)()۰۴ پس ‏ پوشاست*بنابراین 

۴ يك تابع د وسویی است و در نتیجه 91 1 ۸۵ سح بنابراین 9 ۳ است ۰ 
حال توسط استقرا روی | 8|بند (ج ) را اثبات می‌کنیم * 


اگر ۰ (۱8, آنگاه ۵ 2 و در لتیجه 0 <- يلك مجموعه متناهی است ۰ 
گام استقسرا : 


بند (ج ) برای مجموعه های باعدد ۱ +71 نیز برقرار است * پس فرض کنیم ۱+ 7 ۰۱8۱ 
در اینصورت ۵ هو در نتیجه عصر | وجود د ارد بطوریکه ‏ ع  ٩‏ چسسسون 
|9) -8| پس‌بدا به فرش استقرا ( [9 1- 8) * ۵ متتاهی 
است * بدا به ابتد ای این بند , (و ) ۸ متتاهی است » چون 
[(۸)۸]((-۸۵) - وم پس بدا به‌بند (ب ), ۵ ۸۵ يك مجموعه 
متتا هی است *د راینجااثبات بند (ج ) کامل می‌شود * 


(د ) ایتدا شان می‌د هیم که اگر 9 ) ۱۸ آنگاه و ۸ متا هی است* تعریف می‌کلیم : 
ٍِِ و( و :۶ 


که درآن ج (ه] :بر9 بطوریکه - (*),,۰8 نشان م‌د هیم که 7 يك تاسع 
دوسویی است * فرش کلیم 8 ع ود و () ۴ - ()* در اینمسسسور ت 


و 3 2 پر و در لتیجه (*) پرق < (»)ر که نیجه م‌د هد 4 < ب2. پس 


۴ يك بيك است * فرض کدیم و(۸1۳: یعس يك تابع‌از (ع) به 6 باشده 
در اینصورت »)۶ برای يك ۵ 2 * در اینصورت ۳۹ پر 2 را کشسینسه 
»)1 بوک - یر 027 و بعلاوه دایم (ی 2-0( پبسس 
بر 8 - (2)#و در نتیجه ۴ پوشاست * بنابراین ۶ د وسوس است و د اریسسم 
ین ای انیت اه 
حال بند (د ) را توسط استقرا روی | ۸ | اثبات می‌کنيم ۰ 
اگر ۰ -۱۵۸۱, آنگاه ‏ بودر نتیجه ‏ (۵)< و۵ که نتیجه می‌د هد 
گام استقرا : 


فرض کدیم بند (ج ) برای همه مجموعه های باءدد 72 درست‌باشد ۰ نشان‌‌د هیم 


که بند (ج ) برای مجموعه های باعدد ۱+ 71 درست است ۰ پس فرش‌کنيم ۱ +71 | ۸ |- 


در اینصورت ۵ +۸ و عصر »ه وجود دارد بطوریکه ‏ > ۰ * چون 20-|(۶)-۸ |» 
پس‌بدا به فرض استقرا م »1 ۳ 8۹ متناهی است * همچدین بنابه ابتد ای آين بنسد 


م )نیز معاهی است * حال نشان مد هیم که : 
0 ۳ بر ۸ 
برای هر و 6 ۴, یعس برای هر تابع ۶ از ۵ به 8 , مانند بند(ج ) تذکسر 
بعد از ۳-۲-۷, فرض‌ی‌کنیم ([ت)-۸)| و (* ) | ۶ بترتیب تقیید ۶ دی | - ۸ 
و 1۱ باشند * حال تعریف م‌کلیم : 
۳ ۳ ([*1 -۸) چ و۸ :8 
(زم ۱۸-۵۶ 3 
نشان می‌د هیم که 3 يك تابح‌دوسهی است * فرش کنمم و ۴۶6و (3)۶-(20۴ 
نشان مد هیم که ۴ ۰ مد انیم که ۸ص < میاه مچين ()3 - (۴ 97 
)6۱۸-0۴۱ 
و در نتیجه ((»۸-4) ۴۱ > ((ه) - )| ۴ دژه) | (0) | ۶ حال‌رکديم 
۶ يك هصر د لخواه ۵ باشد » اگر 2 , آفاه (« )((ع) | )هی (زه]| ۴) 
ودر نتیجه چم #< (۰۴ ار (ع) - 6۵ ب/آنگاه 
(((7*)- 6۸| ) - هم( (ه) -۸) | و در تیجه هب ۶ ۰2 


پس‌در هر حالت #20 (۶) و در نتیجه 3 ۰ پس 1 يك تابع‌يك بيك است ۰ 


و 1۳ ۲ ی -۸) رت ای رل 3 


وجود د ارند بطوریکه ( 7 و )2 ۰ حال تحریف می‌کلیم : 


ی هد ۶ 
آر 2۸-0 ر(2) ۶ یه 2 
ار ع «. و(عج) 4 
در اینصورت ۶ يك تابع از ۸ به | است بطوربکه (»1 - )| و 7 تس »)| ۴ 
در اینصورت د اربم ۳ 
#- ( 7 اب ی 
6 »1 ۹ 


پس و پوشاست و در نتیجه 3 دوسوی است » بدابراین 


چون ۳ و و متتاهی هستند پس‌بدا به‌بند (ج)«ولکار و -۵) 


.و 
متناهی است و در نتیجه ج ۸ متناهی است * در اینجا اثبات بند ( د ) کامل‌می‌شود ۰ 


( ه) بنابه 0-۱-۸ زاره ۸ م(۵ و در نتیجه بتابه بند (د ا: (۸) ۲ يك 
مجموعه متناهی است ۰ 


۵-۱-۸0 تمرین_؛ 
فر‌کنيم ,۵ و 8 دو مجموعه متتاهی باشند * تشان د هیدکه : 
( الف ) 08۱ ۱8۱-۱۸ + ۱۸۱ 2۱ باه 
۸8۱۶۱۸۱۱۱ ۰۱ 


و او ۰۸ 


۰۱ )۸(۱ 2۳ 


0-۱-1 : تعریف : فرض کنیم ۸ يك مجموعه باشد ۰ 
| ب) ۸ شمارش‌پذیر دامید ه می‌شود , اگر ۸ متعاهی یا ۸ بی شمار باشد ۰ 
(ج ) اگر ۸ شمارش پذیر نباشد , آنگاه ۸۵ شمارش داپذیر نامیده می‌شود ۰ 


0-۱-۷ : مثال : 

( الف) !۵ بی شمار است , زیرا که ۰۸۷ ۰ پس ۸ شمارش پسذ یر است* 

(ب ) اگر ۲ مجموعه اعد اد زوج در ۸ باشد , آنگاه ۲ بی‌شمار است , زیرا که 
۸ مه ]۰ پس ع شمارش پذیر است ۰ 

( ج ) برای هر ۸/0)۵۲-, مجموعه 77 شمارش پذیر است , زیرا که 7 متعاهی 


است ۰ 
0-۱-۸ : قضیه : اگر ۸۸ ۸ و ۸ نامتدا باشد , آنگاه ۵ بی شماراست* 


اثیات : 

چون ,۵ نامتداهی است , پس 4 ع ۸۵ و چون ۸۷ > ۸ پس ۵ دارای کوچکترین 
عصر مانند 2 است * چون ۸ نامتتاهی است , پس ۵ ,1 .۸و چسسون 

۷ > [»۸-1پس ۲,») - مد ارای کوچکترین عصر مادند بت است * چين ۸ 


تامتتاهی است‌پس ‏ ۵ عچٍ |,» د ,»| -وچون ۸ > | ,»و ,»1 - رپس رع ۵-1 
دارای کوچکترین عصر مانند ۹ است » با ادامه اين بحث , برای هر ۸۷ ۲ بچون 


۸ بامتعاصی است , پس وم هپت و۰۰۰۰ د,0 و چهن 2۸۷ [رزر..۰ ده - ۵ 


پس د ارای کوچکترین عصر مانند ,پیب است * پدایاین ز .ره ...و ۵ - ۰/۸ 
حال تعریف می‌کنیم : 

۸۵ <- ۸۷ : ط 

موه ع (20) ۳ 
در اینصورت + يك تابع‌دوسویی است , زیرا که اگر . (۶) ک ‏ (۴) ۴ یحررتع پو ۵ 
آنگاه چون کوچکترین عصر یکتاست پس 27 7و در نتیجه ۶ يك بيك است و بعسلاوه 
روشن است‌که ۶ پوشاست ‏ بدابراین 2 دوسوی است‌و ,۸ م ۸۷ پس بر بی‌شما ر 


است ۰ 


در اثبات قضیه فوق از اصلی بنام اصل خوش ترتیبی استفاد » کرد » ایم * این اصل 
می‌گوبد که هر زیر مجموعه غیر تهی از ۸۷ دارای کوچکترین عصر است* در قسمت آخسر 
این فصل در مورد اصل خوش ترتیبی بیشتر صحبت خواهیم کرد * 


0-۱-9: نتیجه : اگر ۸۷ > ۸ , آنگاه ۸۵ شمارش پذیر است* 


اثبات : 
اگر ۸ متا هی‌باشد , آنگاه ۸ شمارش پذیر است ۰ اگر ۸ تامتتاهی باشد , آنگاه 
بنابه ۵-۱-۲۸ ۸ بی شمار و در نتیجه شمارش پذ یر است * پس‌در هر حالسست ۵ 


0-۱-۰ نتیجه : هر زیر مجموعه يك مجموعه شمارش پذیر, شمارش‌پذ یر است * 


اثات : 


فرش کدیم ۸ يك مجموعه شمارش پذیر باشد و ,۸ > ۰8شان می‌د هیم که ظ 
شمارش پذیر است * چون ۸ شمارش پذبر است , پس ۸ متدامی یا .۸ بی‌شماراست* 
اگر ۸ متتامی باشد , آنگاه بنا به ۵-۱-۲۲, 8 متتاهی و در نتیجه شمارش پذیسر 


است * فرش کلیم ۸ بی شمار با شد.در اینصورت ۷ سم ۸ ويك تابم دوسویی مانند ۶ 


از ۸ به ۸۷ وجود دارد * چون ۶ يك تایح‌دوسوی است‌پس [ 8 ] ۰2۶ حسال 


۷ > [8] و در نتیجه بنابه ۵-۱-۲۹ ۶/67 شمارش پذیر است * پس و 
شمارش پذیر است » بنابراین در هر حالت 2 شمارش پذیر است* 


0-۱-0: تمرسن ؛ نشان د هید که هرد و مجموعه بی شمار, هم آرزند * 


۵-۱-۲۲ : قضیه : اگر ۸۵ يك مجموعه بی‌شمار و 6 يك مجموعه متتاص باشند , آنگاه 


8 ۸۱ بی شمار است* 
اثیسات : 
ایتد | نشان مد هیم که اگر (ظ 8-1 , آنگاه 8 ۸ بی‌شمار است * اگر 
۵ ط , آنگاه 2-۸ )۸ يك مجموعه بی‌شمار است * پس فرض کنیم ,۵ # ط *چون 
,۸۵ بی شمار است , پس يك تابع د وسویی مانلد + از ۵۷ به ۸۵ وجود دارد ۰ تعریسف 
۳ ۱ دام ج ۸( 3 
آلر روط ۱ 
۲ < (7) 3 
آلد 71۱ و (۱-بج) + 
نشان مد هیم که 3 يك تابع‌دوسویی است * اگر . و -(3)0-(100, آنگسساه 
۰۰-۱ گر 3100-30 آنگاه ‏ (۱- ) #- ((-)/ و چسون ۶ 
يك بيك است , پس 7-۱ < ۱-۱ یعتی 7 - 2۲ ۰پس لو يك بيك است *فرض 
کنیم . ۲ ط 1 لا۵ »۰*2 در اینصورت < یا 26۸اگر <ع2, آلگساه 
»2 - 9 - (80* گر ۸ 2 , آنگاه چون ۶ پوشاست پس ۸۷۶ رم وجودد ارد 


بطوریکه »2 -( ۰ حال اگر ۱ مر رم آنگاه داریم : 
2 < (موم + < (۱- 20) # < (۶) 8 


پس‌در هر حالت ‏ ۸۶۸ > جر وجود د ارد بطوریکه 2 > (00) * پس 7 پوشاسست 
بتابراین 3 دوسویی است‌و در نتیجه [ر] ۸ بی‌شمار می‌باشد * 

حال توسط استقرا روی 8۱ [, قضیه را اثبات می‌کنیم * 
بایه استقرا ؛ 

اگر ه > ۵۱ |, آنگاه ۵ ع ] و در نتیجه ۸ < 08 ۸ ی مجموعه 
بی شماراست ۰ 
گام استقرا : 

فرض کنیم قضیه برای همه مجموعه های باعدد ۲ بر قرار باشد * نشان می‌د هیسم 


که قضیه برای مجموعه های باعدد ۱+ 7 نیز برقرار است * پس فرض کنیم ۱+ 7 2۱ ۰۱ 
در اینصورت 4 + 3 و عصر و وجود د ارد بطوریکه 8 ء * چون ود < |19 8| 
پس بدا به فرش استقرا, ( (ط ) - 6)لا۸۵ بی‌شمار است ۰ 

حال چون + 4 دا ((10- ۸۱08 6 ۱۸ پس بدا به ابتد ای اثبات, 8 ناخ 
فان ات و ربیف امات ققیه کایل مس یه 


فرش کنیم ۸۲ 6 7۱ ۶2۱و ۰۸۷ 3 ] و 
بترتیب مجموعه های اعد اد زوج و اععاد فرد در ۸۷ باشند * در اینصورت‌با استفاد ه از 
0-۱-۲ (ج ) , مجموعه های ع و ] داربم خواص زیر هستند : 

[الف) ع و ۶ هرد و بی شمارند ز 

(ب) ه << ۳ ع > 

اج ۷ ۸۲ نع 


۵۰-۲ : قضیه : 


اگر ,۵ و 2 دو مجموعه بی‌شمار باشند بطوریکه ۵ - 0 /۸, آنگاه 8 لام بی 
شمسار است ۰ 


فرض کنیم ] و ] بترتیب مجموعه های اعد اد روج و اعد اد فرد در ۷ با شند «بیا 
به بند ( الف ) تذکر فوق , ع] و ] بی‌شمارند * چون ,۸ , 2 ,۰ و ] بی‌شمارند دیس 
بنایه ۱۵-۱-۳۱ ]مرو ۷ 8چون ۵ < 8 )0 ۸وبنا به‌بند [ب ) تذکر 
فوق 4 < 20۲, پس بدا به 0-۱-0(الف) , ]لا ۲ ۰۸۱08 بنابه بدد 


(ج ) تذکر فوق ه ۸۷ عد ل عرودر لتیجه ۷ سم 2 لا۸* بدابراین چ رام بی 
شمار است ۰ 


س_ 


صفحه ۰ ۲۰۱ 


؟ 0-۱-۲ : نتیجه : اگر ۵ و 4 دومجموعه بی شمار باشند , آدگاه 5 (ا۸ بی شماراست» 


چون جر > -8, پس بدا به 0-۱-۲۰, ۵-۸۵ شمارش پذیر است‌ودر 
نتیجه 2-۵ متتاهی یا بی شمار است» اگر ۸ - 2 متتاص باشد , آنگاه بدا تسه 
۵-۱-۲, ( 8-۸) ناه < ۵۸۱۱8 بی‌شمار است * فرض کلیم ,۸ 2 بی‌شمار باشد ۰ 
چون ه -(۸- ۸/8 ۸ پس بنابه ۱۵-۱-۲۲ (8-۸) لا ع 8 ناه بی‌شطا ر 
است » پس در هر حالت ۵ ۸۱ بی‌شمار است ۰ 


اثبات : 
فرض کنیم بيك مجموعه متتاهی از مجموته های بی شتار باشد * نشان می‌د هییم 
که شابی شمار است * توسط استقرا روی | این مطلب را ثابت می‌کنیم * 


سس شید 
اگر | <|س | یعلی 1 - عن , آنگاه ۸ - بی زرا يك مجموعه پی شماراست 


فرض کنیم که اين مطلب در مورد همه مجموعه های‌باعدد 2۱ برقرار باشد * دشان 
می‌د هیم که در مورد مجموعه های با عدد 7+۱ نیز این مطلب‌برقرار است » پس برض 
کنیم ۱+ < |26 و پم > ,۵ * در اینصورت ‏ - | (۸)- یو در دتیجه بدا 
به فری استقرا ((۸) - من لايك مجموعه بی‌شمار است * حال بنابه 0-۱-۳۶ , 
مجموعه ۵ ل) ( )1 - )لاد کی ل) بی‌شمار است * در ایدجا اثبات کامل می شود * 


0-۱-7 : تمرین ۳ نشان د میدکه يك اجتما ع متا هی از مجموعه های متتاهی , متتاهی 


است ۰ 


۵۰۱-۷ : لتیجه : يك اجتماً ع متتا هی از مجموعه های شمارش پذ یره شمارش‌پذ براست» 


فرش کنیم بت يك مجموعه متداهی از مجموعه های شمارش پذیر باشد * نشان‌مسی 
دهیم که هن شمارش پذیر است * چون #ب متداهی است‌پس عدد ۸۷ 20 وجود 
دارد بطوریکه 7 ۲ کش.فرش کدیم ۶ يك تابعد وسویی از 77 به من باشدوبرای هسر 
7 د اشته باشیم ۸ <(:).در اینصورت ( بر ۸ و ...ی 4 < واگر 
همه ۵ ها متتا می‌باشند , آنگاه بنا به ۵-۱-۲۹, مجموعه .دم ل) ع یزامتتاهی 


و در لتیجه شمارش پذیر است * اگر همه :۸ ها بی‌شمار باشند , آنگاه بتابه ۲۲(-0, 
مجموعه ‏ بین‌لابی شمار و در نتیجه شمارش پذیر است * حال فرش کنیم که پس از تخییر 


اند یسها در صورت لزوم ۸ رگا 


۳ 7 
در ایتصورت بنا به ۵-۱-۳۲, ۹ [) متا و بنابه ۵-۱-0 ی ل) پسی 


۱< 4 +۱2 
7 ۳۹ 
شمار است ‏ حال بنابه 0-۰۱-۳۲ :۸ یل )لا( )ی لابی‌شمارو در دتیجه 
شمارش‌پذ یر است * پس در هر حالت بای ل) شمارش پذیر است ۰ 


در زیر لتیجه فوق را برای يك اجتماع شمارش پذیر تعمیم خواهیم داد «یعنی‌لشان 
خواهیم د اد که يك اجتماع شمارش پذیر از مجموعه های شمارش پذیر, شمارش‌پذ یراست* 


0۰۰۱-۸۸ : قضیه :* 
فرش کدیم من يك مجموعه بی‌شمار از مجموعه های بی شمار باشد , بطوریکه برای‌هر 
من لاو و ۷عد ‏ داشته باشیم - ۷ ۰ در اینصورت سس ل) بی شمار است ۰ 


اثبات : 
چون گس بی‌شماراست , پس يك تابح‌د وسوی مانند ‏ از ۸۷ به بش وجود د ارده 


بنابه فرض برای هر ۸ 76 , (7) يك مجموعه بی‌شمار است‌و اگر ۱« ع 7۱ , آنگاه ۱ 
۵ - (م۴۵(0۶* چون (مبی‌شمار است , پس یك تابح‌د وسوس 2 از ۸۷ به 
(7) ۶ وجود د ارد * تعربف می‌کنیم : 
پلص ل) ج /۸۷ ۸۷ ۰ 1 
() پر - (۰ ,)۸4 
تشان می‌د هیم که ۶ يك تابع‌د وسویی است * فرش کنیم ‏ ( وه تیم مر (مدرجم در 
نوت (۸) پر 3 < («) پر 3* حال دایم (م) ۴( ود ( )6ب 


و در ستیجه .. #() 2(0۷ ۰2 پس70-7ودر دتیجه (7««) پر < (70) ,و چون 


پر # يك بيك است‌پس 2 77 ۰ بدابراین ( ۸« (م) < (7< 20) و در لتیجه 1 يك‌بيك 
است * فرض کنیم نم ات۰2 در اینصورت کب > وجود د ارد بطوریکه >( 2 *جور 
ع پوشاست , پس /۸ 76 وجود دارد بطوربکه << )7+ جهن برگ پوشاست, پس 
۷ ت 7« وجود د ارد بطوریکه < 2 (790) پر بتابراین ۸۷ ۸۷7 >(:7 ,مم)وجو د 

د ارد بطوریکه < < ( 7« , )و در نتیجه ۶ پوشاست * بدابراین ۶ د وسویی است‌و 


نم ۰۸۷۸۷ بتابه ۵-۱-۲( و) , ۸۷ ۸۷ يك مجموعه بی شمار است و در نتیجه 
لا يك مجموعه بی شمار است* 


0-۱-۹ : قضیه : یل اجتماع‌بی شمار از مجموعه های شمارش پذ یرو بی شمار است ۰ 


اثیسات :* 


فرض کلیم من يك مجموعه بی‌شمار از مجموعه های شمارش پذیرباشد * نشان‌ی‌د هیم 
که ی ل)بی شمار است ۰ چون ی بی شمار است پس يك تأبع د وسویی مانند عر از ۸۷ بسه 
ی وجود د ارد * فرض‌کنيم پر ۸-()۰در اینصورت 7 رب ۸)- یرای هر ۷ ۰ 7: 


م تعریف می‌کلیم : 


((ما ۷ ما۸ بر 


هو وی سس 


صفحه ۲۰۴۰ 


۲۲ (87 5-4 ر در دظر می‌گیریم * چون ۱ بر ل۸ بی‌شمصسلر 

و ,۸۵ شمارش پذیر است , پس بنا به ۵-۱-۲۲ و ۱۵-۱-۳۶ رق بی‌شمار است, برای 

هر ۸۷ ۲۷۱۵ پس هر عضو مجموعه لل) بی شمار است* حال تعویف می‌کنيم : 
وا 


بوای هر ۲۷ ۶ چون برای هداج > ور هچ عبر ۰۸۷/۶1۱۵۷ پسس 
ّ ۳ ‌ 
بر > |۵۱ برای هر تج « بدابراین از؟ ۵-۱-۱:نتیجه می‌شود که برای‌هر 


۷ > ناتتا هی است ؛ بعالوه جون ر9 ۶ ب»؛ پس‌بدابه 0-۱۳-۳۰ , 
مک شمارش پذیر است و در ندرجه بی‌شمار است * همپچنین از تعریف پب لتیجسه 
می‌شود که برای هر جر ب وود , اگر ‏ مد نب م: آنگاه ب ع ی 6۱ پیب * 
فرض کنیم بر یرک ۰6 در اینصورت ‏ یل مجموعه بی‌شمار از مجموعه هبای 
بی شمار است, بطوریکه برای‌هر مم ع (ا رو از داريم چ < ۰۷۷ پسس 
بدا به ۰۵-۱-۲۸ میم لابن‌شمار است* 
شا ند میم که ع لا 0 دا ۰ از تمريف‌داريم .چا ل > 6 ل) ۰ فرش‌کنيم 
0 » »۰2 با استفاده از اصل خوش ترتیبن‌که درتذکر بعد از ۵-۱-۲۸ درمورد 
آن صحبت کردیم , فرض‌بکلیم :7 کوچکترن عدد طبیعی باشد بطوریکه پر 8 2 * در 
اینصورت برای مر >/ کوچکتر از 7 داییم ,‌ #۶ 2 *ازتحریف بر , نتیصه 
می‌شودکه . پبرت > »2 و درنتیجه _ ل) 22 *بنابراین گیل یز و درنتیجه 
دا عفر زا * پس و زا بی‌شمار است * چون برای هر ۸۷ ۰2۰ برظا > بر 
پس )لا هل ودرتیجه بدابه ۰۵-۱-۲۰ ل) شمارس پذیر است*شان 
می‌د هیم که ع/) دامتدااهی‌است * فرض کنیم لا ناهن باشد * در اینصورت بدا به 
۵-۱ مگ بل متتامی است * چون (4ر۳) ع پی: پس بنابه ۱۵-۱-۱٩‏ 
مس متدا هن است که يك تداقض م‌باشد ۰ بنابراین ت [) نامتدا هی و در نتیجه بی‌شمار 


است ۰ 


۵-۱-۰ : نتیجه : 

يك اجتماع شمارش پذیر از مجموعه های‌شمارش پذیره شمارش پذیر است ۰ 
اثبات : 

و بش , ۳۹ ك ۳ 4 ۰ 

فرض کنیم ۳ يك مجموعه شمارشاز مجموعه های شمارش پذیر باشد شان 
مد هیم که جرا شمارش پذیر است * چون چصی شمارش پذیر است , بسن متدا هی 
یابی شمار است* اگر 6 متدا هی باشد , آنگاه بنابه ۵-۱-۲۷: 24/) شمارن‌پذیر 


است ءاگر ی بی شمارباشد , آنگاه بنا به ۸۹ ,+ بی شمارود رنت نتیجه شمارشب 


تذ کر : 

درا ۵-۱-۲ تعریف کردیم که اگر مجموعه ای شمارش‌پذ یر نباشد , آنگاه آن‌مجمقه 
يك مجموعه شمارش‌داپذیر نامید می‌شود * در واقع‌يك مجموعه شمارش داپذیر, مجموعه‌ای 
است که متتاهی وبی‌شمار نباشد * تابحال مثالی از چدین مجموعه ای ارائه نکرده ایم ۰ 
از قضیه زیر نتیجه م‌گیریم که ( يك مجموعه شمارش ناپذیر است* 


۵ 
۱0-0 قفیه : مجموعه ۱۲ر ول شمارش داپذیر است * 


اثبسات : 


۸ ۸ 
ابتدا نشان می‌د هیم که (۱< 0" نامتتاهی است" فرش کدیم که (۱ ده) 
تا هی باشد * 
در اینصورت بدا به ۰۵-۱-۱۰ ] متداهی است که يك تناقض به ۵-۱-۲۲ (ب ) 


می‌باشد * پس و تاتتاهی است * حال نشان می‌د هیم که 3 و 1 بسی 
شمار نیز نم‌باشد * فرض کلیم که ده ۳ بی‌شمار باشد * در اینصورت یتایح 
دوسوی مانند ۴ از ۸۷ به ) 3 ۷ وجود دارد * در اینصورت برای هر 
> ۰۱۲۱ ()۶ يك تابح‌از /۵ به ۱ است » برای هر / 7« فرض 
کنیم_ پر بر2 > ()()) : که در آن ۷ وه ) بر بر ۰2 ر اینصورت مقا دیسر 


تابع (س) ۲, بصورت دنباله زیر نوشته می‌شود : 


در 2 ۰ پمه 2 22۱ 
جدول زیر را در دظر می‌گیریم : 
2 2 1 
2 ی 
6 ۳۹ با ۳ 


در واقع سطر اول جدول فوق دتباله مقادیر تابع (۱) گ : سطر دوم جدول دنباله 
مقادیر تابع (۲) ۶ و الی آخر می‌باشند * حال تعریف می‌کنیم : 
(ا وه چب 3 
اگر 0 << 1 و ۱ 


(س) 3 


اگر ۱ - 9 2 و 0 


در ایدصورت برای هر (( ع 20 دایم پر رد + (:2)7 و در نتیجه بسرای هر 
۷ («) ۲ + 3 *پس + بپریرر + 9 و در نتیجه ۴ پوشانیست * 
تیجه يك ساقش است * پس ‏ رم ۸۷ بی‌شمارنیست * باراین . (ر ۸۷ 


۲ -0-۱: مشبال : 

(الف ) پدا به ۵-۱-۱۶ 9 بر]۰پس بنابه ۱۵-۱-6۱ ۲ شمارش‌داپذیر 
است ۰ 

( ب ) بنابه ۵-۱-6: 0 (۱ده),چون ( شمارش داپذیر است , پس ( ۱ د ۰ ) 
نیز شمارش ناپذیر است * 


0-۱-۴ : تمیین ۱ 
( الف ) فرش کنید .۸ يك مجموعه متدامن باشد و ۸۵ج ؛ - نشان د هیدکه ۴ 


يك بيك است اگر و فقط اگر ۴ پوشا باشد * 

(ب ) فرض کنید ۸۸ یلمجموعه متداهی و 2 يك مجموعه بی‌شمار باشند * نشان‌د هید 
که ۵« ۸بی‌شمار است * 

اج ) فرض کدید .۸۵ و 2 دو مجموعه بی‌شمار باشدد * نشان د هید که ۵ * ۸ بی‌شماراست* 

(د ) فرض کنید , ۸ ...۰» پر بی‌شمار باشدد * نشان د هید که پن۵ ۸۰۰۰ بسی 
شمار است ۰ 


( مه )انشان دهیدکه 7 بی‌شمار است* 
(و ) شان دهیدکه 4 بی‌شمار است " اراهنمایی : برای ۸۸۷ 27 ؛ اگسسس‌سر 


۰۸-۱۰21 آتاه مدلا- ۵) . 


(ز )يك دستگاه مختصات دکارس در يك صفحه" در نظر بگیرید * نشان د مید که 
مجموته همه دوایر واقع در آن صفحه که مختصات مرکز آدها و شعاع آنها اعداد 
کسری‌هستند , بی‌شمار م‌باشد * 

(ح ) فرش کنید ۸ شمارش داپذیر و 2 يك زیر مجمونه شمارش پذیر از ۸ باشد " 
شان دهیدکه 6 ۸ شمارش ناپذیر است ۰ 

(ط ) فرض کنید یت د هید که مل) بی‌شما راست * 


(ی ) نشان دهیدکه مجموعه همه زیر مجموعه های متنامی از /۷/: بی‌شماراست * 


0-۲: اعداد اصلسي 
در 1( ۵و به هر مجموعه متنا هی يك عد د وابسته کردیم * در ایدجامیخوا هیم 

این مطلب را به مجموعه های نامتدا می تعمیم د هیم ۰ خاصیت مهمی که در رابطه با 

عد د مجموعه های متساهی بد ست م‌آید , خاصیت زیر است که در۵-۱-۱۸, مطسرح 

شده است : ۱ <۱۸۱جسه ظه ۸ 

حال با استفاده از این خاصیت , بطور کلی به هر مجموعه يك عد د بنام عدد اصل آن 

مجموعه وابسته خواهیم کرد * سپس با استفاده از نتایج بدست آمده در قسمت قبل و 


تتایجص که در این قسمت بد ست م‌آوريم , حساب اعداد اصلی ر می‌سازیم ‌ 


0-0 تعریف : 
فری کنیم ,۵/ يك مجموعه باشد * در اینصورت عد د اصلی‌پکه با نماد .۵ مد 
نمایش داده م‌شود , عصری است که در دو خاصیت زیر صدق می‌کند : 
(ارف ) ۸8 چسه خ۳ یف -د ۵ /ملف ۶ 
(ب | اگر ۸۵ يك مجموعه متام باشد , آسگاه ۸۱ ۱ ۸ ی . 


تذکسم : 

توجه س‌کنیم که عد د اصلن يك مجممعه مانند ۸ « لزوماً يك عد د طبیعی نیست و 
فقط در حالتی‌که ۸ يك مجموعه متتا می باشد آنگاه عد د اصلی ۸ همان عدد ۸۵ است 
که يك عد د طبیص م‌باشد * ولن‌مثلا" عد د اصلی ۸۷ دیگر يك عدد طبیص نیست , 


بلکه عد دی است که برای هر مجموعه ۸۵ داریم ۳ 


نمادگذاری : 

در اینجا آعداد اصلن را با ۵ , ۰ 0۰ .۰ نمایش مد هیم * 
0-۲ : قضیه : 

فرش کنیمخی‌صعی < بو و 8 نش و* در ایدصورت مجموعه های ۸۵و 8 
وجود دارند بطوریکه ۸۱۵و » - ۵ یسیو ما- الیو * 


ائیات : تعریف می کلیم : 


2 


۱ - ۶ و "7 ات ۵ 
در اینصویت 82 ۰ ۵ ۵و 6 ۰8 بنابراین )رز و 
ح<] /متف . 


تیه فوق می‌گوید که برای هر دو عد د اصلن بت و و « مجموعه های ۸۵ و 2 


با م‌توان طوری انتخاب کرد که ۰۱۸/0۵۹ ع هلف و دا #ننمن* 


0 تعریف : اعداد اصلی »۵ و ما را در نظر من‌گیربه * 
الف )اثر خر ستی عبه « ری - ما و ب ع ۸۲8 , آگاه جمحبم و و 


جیورت ز تعریف 1 
تتفتتاق ِ (ظ ل۸۵۱) نت - وا + 0 


(ب )اگر ,عسف -بوو 8ص - ط , آنگاه ضرب به و ما رابصورت زیر تحریف 


ٍِِ (۸8) هی < 0 
اج ) اگر بت عن و 8 /وبص - وا , آنگاه 0 بتوان و را بصورت زیسر 
تمرف می‌کنیم : ۱ 
(حظ) بمتص < ۲ 0 


شان د هید که تمریش فوق بستگی به انتخاب مجموعه های ۸ و ۵ ندارد : بفتا. 
دیگر نشان د هید که : ۲ _ 
(الف ااگر ۵ اسف ۰۵ 2 نف دراو ۵۱۵2, آسسسگاه 
(8 بل وف < ط + . 


(ب ) اگر ۸ تج » و 8 مس << ط, آر, (2 )ی عط . 
(چ ااگر ۸ هت یه و "8 تفت > وا, آنگاه ( )نت ج بو . 


0۵ ۵-۲ : مثال : 


فرش کنیم ۵ و 9 دو مجموعه متتاهی باشند و نو 27 نم 8 بتایسه 


0-۲-۱ [ب ۵۲ ی و ۵ #ررص * در اینصورت بنابه ۵-۱-۲۵ 


داریسم : 
(الف)اگر ط 2 ۸0۱8 , آنگاه 
مد( ۵۱۵ نی << ظ تیف + ۵ لی‌تصت 


ِ ۲ 2 (۸<۱۵) عتت << (2 /ی‌دمت) (2/۸۵ه۵) 


۳ ۴ 2 (8۸) سب - اک( بیس) 


بدابراین برای مجموعه های متا هی د جمع « ضرب و تون اعداد اصلی « مانند جمع 
ضرب و توان معمولی اعداد طبیعی صی باشد * 


تمادگذاری : 
عدد اصلی ۱۸۷ یعنی ۸۷ مت را با نماد ( (میخوادیم الف صفر ) نمایش 
م د هیم ۰ 


0-۰-1 مثال : 
(الف )از ۵-۱-۲۲ نتیجه می‌شودکه « برای هر ۸۷ ع 7 داریم : 
عد ۵+ 2 
(ب ) از 0-۱-۲6 , نتیجه م‌شود که : 
بل < ,۱ + ,۱ 
([ج ) از 0-۱-۲(ب ) , نتیجه می‌شود که , برای هر 2/۸۷ 70 داریم : 
م4 - رل 7 
و۶ ع ر(< 4 
( ده ) از 0-۱-۸ نتیجه می‌شود که 


٩‏ - ۳ ((,.] مسم)-((س) )سب <(۸ مسب 


ند 


بنابراین داریم : ۲( )دب 


همچنین بنابه تذ کر بعداز ۵-۱-۱۰: داریم : 
۰ - (] نف 
از ۰-۱-۲ (الف ) لتیجه می‌شود که : 
,۷ -ب 
0-1-۲ قضیه : 


فرض کنیم ,۸۵« 5 و ) سه مجموعه باشدد * در اینصورت داریم ِ 
(الف)ااگر ه -<۳ 2 , آنگاه 3 


(ب )ا 8ه وگ . 


۳ ۱ 9۴ م(ر8 )> . 


اثبات : 
مت 


( الف ) اثبات این‌بند شبیه اباس است که در قسمت آخر اثبات‌بند (د ) , >؟-0-۱ 
اراثه گردید * بعنوان تعرین اثبات این بند رابنویسید * 
اب ) فرش کنیم .> # ۸ > ۶ دراینصورت هگ > گو ‏ ۲۵ > 
وجود دارند بطوریکه ( ۶ ۶) - ۰۲ تایع 8 بل دا بصورت زیر 
تعریف می‌کلیسم * ۱ 
(مم ۶ ره 6) >( م3 


حال تحریف م‌کنیم : : 
۸8ج >« 2 :6 


م3 - (۶) ۶ 
شان م‌دمیم که 4 يك تابع‌دوسوین است* فرش کلم (۵ و )عقه (#ه ۶)-۳ 


صفحه : ۲۱۲ 


متعلق به و؟ «م باشندو ‏ (۶) ۲ -(2 * در ایتصورت م 9 - م7 و در نتیجه 
برای هر » ۰2۰ ( »3 -(«) رل بسبرای هو (هم) 4 و (ع)  )۵((  )‏ ر(4) 4 
بنابراین برای هر > » « ۵ )و (2) -(2) ۰۶ بتابراین مب گر 


و و در نتیجه ۰-۷ پس 4 يك بيك است * حال فرض‌کنیم 2 0 
وبرای هر ت 2 داشته باشیم مه که درآن ۸۵ > ,2 و 6 > ,26 ۰ 
تایع ؟ > وتابع چ؟ > ۶ را بصورت زیر تعریف س‌کنيم : 

( ره ‌ 1 
در اینصورت اگر (,۶« #)-۶, آنگاه عم < 0 , زرا که موه موه ۱ 


برای هر ع ‏ 2 داریم : ۱ ۱ 7 
ِ (عد م3 ع ((به) و 6٩‏ 6 (۷ع< و ,2 ) < (عم 4 


اج 
بنابراین . 2" < م۳ ۶ وجود دارد بطوریکه : 


سس پوشا ست * بنابراین /دوسوس است و در نتیجه ۰ 6 ۷ ی ۸ 

3 فرض کنیم ۹ در اینصورت‌برای هر 226 : بمظ > ()وبرای 
هر ها > 8« ۸ ()(۴۵۵)* تایع ی > ,3 را بصورتزیر تحریف 
ی ۷ 3 


2 ۶( - 9 


شان می‌د هیم که 4 يك تابم د وسوس است ۰ فرض کدیم اد (۶ 2( 


در ایدصورت 3 و در نتیجه برای هر 6 (2)د ازریم : 


(۵2) م3 (9۵:2) 3 پس (5) ( 4( (هی )۰ بنابراین برای هر 
۰ 2 و وید مد (یب و دو نتیجه - ,پس 4 يك بیكاست * حال فرض 


کنیم ۵۴ زره تاج ( مر )۳ را بصورت زیر تصریف ص‌کنیم * برای هر 
2۰ و > ۸ , 


رد )4 ی( #) 


در اینصورت ِ عكِ« زیراکه > وم که ِ 77 و برای فسوی 


۰ (2:) داریم : ۱ ۱ 
۳ (مو و 6 - (9) (ه۶) < (مرد) لگ 


بدابراین (م ٩‏ )۲ »۶ وجود دارد بطوریکه : 
3-0 ۸ 


پس ۸ پوشاست * بنابراین 4 دوسویی است و در نتیجه 8*۲ نم مر ۲)8 
۳۹ 
قضیه زیر خواص جمع , ضرب و توان اعداد اصلی رانشان می‌دهد * 
0-۲-۸ : قضیه : 


فرض کنیع .ه «, < و ء اعداد اصلی‌باشند * در اینصورت داریم ‏ 
(الف ) چ وه ها ای و بح ع واه ء 
هت و + دای ج+(اجی و )4 << ]9 )۰ 
اج ) 6 + و ۵ < ( +ط )۰ 
9 6ج ط 
س ‌ 


) (۳ 


اه ) 


۰ مرین_: قضیه فوق را ثابت کنید * 


0-۶۰ : تعریف : 

اعداد اصلی ,۵ )نی هو 9 صالی - و را د رتطرمس‌گیریم ۰ در اینصور 
[الف ) می‌گوئیم ه کوچکتر یامساوی ط است و م‌تويسيم و > ۰ , اگر و > ۸ » 
(ب )م‌گوئیم »» کوچکتر از وا است و م‌دوپسیم ط >۵: اگر ط > ۵ و و - به . 


0-۲-۱ : تمیین_: 

نشان د هید که تعریف فوق بستگی به انتخاب مجموعه های ۸۵ و 82 ندارد : بسه 
عبارت دیگر نشان د هید که اگز ۸ج و "م نم 2 , آنگاه داریم : 
(الفاا ...2 یی بلج چسب ع/جدی > مت 
39 8 نف > تم چسسه تا ی > خ دی 
0-1-5 مخال : 


(الف ) برای هر / 9 داریم ,پح ۰ 


(ب )نج . 


0-۲-۲ : قضیه : 


فرش کنیم ۵  «‏ « و 0 اعداد اصلی باشند * اگر ط ۵6 و 0 > 6 ,آنگاه 
داریم : 

(الف) 0+ط کی + 

(ب ) وو ی » 


(الف )فرش کنیم . ,ممی  ۰۵-‏ 8 وی و۰ ی ع و 0 تن - آهء 
بطوییکه. ه << ۸۵۸0و -80.چون و > ۰ : پس يك تابسج 


يك بيك مانند ۴ از ۸۵ به 2 و چون آن > ) , پس يك تابم يك بيك مانند 9 از > به را 


وجود دارند * تعریف می : 
1 ۳ و 0 ۸ 


اگر 6۸ 2 مر (۵2 ۶ 
(2) ۶ 
اگر » ت عم د 2 9 


در اینصورت مانند اثباتی که دربدد (الف) , ٩2۱-۵‏ ارائه گردید , می‌توان نشان 
داد که ۶ يك بیكاست *بنابراین ون 80 > لامچن ه ع ۸و ه << 0۵ ۱8 
پس (اه) #عف ع + و (9 ع) مت < لن + وو در نتیجه و + کی + بو 


(ب ) اين بند را بعدوان تمرین ثابت کنید * 


0-0-65 : تمرین : فرض کنید 2 : ط و اعداد اصلی‌باشد * نشان د هیدکه ؛ 
(الف) » > به 
( ب )اگر وا یه و > ون +آنگاه . »> »0 

سئوالی که در اینجا مطرح می‌شود این است که اگر ‏ و و دوعدد اصلی‌باشند 
و ط > » و » >ط, آیا می‌توان نتیجه گرفت‌که دا 0 * قضیه زیر که به قضیسه 


شر و در وبرشتاین معروف‌است , به این سئوال جواب مثبت می‌د هد * در اینجا از 
اثبات این قضیه صرفنظر می‌کنیم ۶ 


۰0 -۵-۲: قضیه [شرود ر - برنشتاین ۱ 
اگر ۵ و ۵ دو مجموعه باشند بطوریکه ‏ >۸۵ و ۵ > 8 , آنگاه داریم ۸8 


۵-۲-7: تمیین : فرض کنید * « 2 د/#اعداد اصلی باشند ۰ 
[ الف ) تساویهای زیر راثابت کنید : 
95 


4 
و ع و دام مه اعد 0۵ ۶ ماج کی م۶ هد ۵ | :اعد له ر اعد ۹ 


(اب ) نشان‌د هید که ه - 9اه اگر و فقط اگر ه -بج يا ه ‏ و 


(ج ) شان د هیدکه 5-۱ اگر و فقط‌اگر اه و اعد .۰ 
(د )بوسیله ارائه مثالهای داقص نشان د هیدکه عبارات زیر ط هستند : 
دهع و + 0 
ع ۵ 0۸ ع< 0 
ده > ده چسب 4 > 090۸ 


له ها > ۵ جس. 0 > ۸ 9 > 0 
(ه)اگر پر 2 , آنگاه نشان د هید که : 


4 ۷ ۰ ۵44۲ ۵24 22 0 2۲ 
سس سس سس سس 


7 مرتبه 


4 ۱-0 
وت 
7 مرتبه 
(و) اگر ۳ > وه ۲ , آنگاه نشان د هید که : 
۳ 1۳-۷ ی -(وی)لعتی -[و )ی - (ورما هد . [ودد] مت 
2-0-۳ اصل انتخاب 


در ریاضیات قضایای مهس وجود دارند که اثبات آنها به کمك اصل انتخساب 
امکان پذیر است * مثلا" همانطوریکه در تذکر بعداز ۲-۲-۲ گفته شد , اثبات 
بند (ب ), ۲-۲-۲۳ به کمك اصل انتخاب امکان پذیر است * البته اثبات بید (ب ) 
۲-۲-۴ بااستفاده از اصل انتخاب بطور صریح در این قسمت گفته می‌شود * در این 
قسمت اصل انتخاب و برخی از معادل های آن را معرفی می‌کنیم * 


اصل انتخاب : 


اکرت يك مجموته غیر تهن از مجموعه ها باشد , بطوریکه برای هر پش ع , 
داشته باشیم 4۵ ۱2 , آنگاه يك تابع رل ج بش  :‏ وجود دارد بطوریکه برای‌هر 
عوداريم (۶(() ۶ 


بدا به اصل انتخاب: وابسته به مجموعه و تابح ‏ وجود دارد , بطوریکه از 
هر عضو از , عصر (*)۶ را انتخاب می‌کند * اگر به این تایح , تأبع انتضاب 
نام د هیم , آنگاه اصل انتخاب می‌گوید که هر مجموعه غیر تهن از مجموعه های غیرتهی 
دارای يك تابح انتخاب است* 

همانطوریکه قبلا" گفته شد , بند (ب ) , ۲-۲-۲ را بطور صریح با یکاربردن 
اصل انتخاپ , در زیر اثبات می‌کنیم * 


۵-۲-۱ قضیه : 
اگر 8ج مم : ۶ يك تابع پوشا باشد آنگاه ۴ دارای يك معکوس راست است* 


اثیسات_: مجموعه زیر را در نظر می‌گیریم : 


۱9۰1 ((د)] 1۶ - هه 
چون ] پوشاست , پس هر عضو ۵ غیرتهی است * پس بدا به اصل انتخاب تابسع 
۵ لاح لا :وجود دارد بطوریکه برای هر 80 >لاداريم ‏ <>(۴0*بنا بنه 
تعریف ل , برای هر 80 >(« يك عصر 8 > وجود دارد بطوریکه ]۶ 


ممچنین برای هر 0 >۷: ۱+ اگر لا : آنگاه 4 ((: زیرا که اگر 
[(ا] رو [(2]] ۱۷-7 بای 6 >2روو م + [۶12م(م] 7 
آنگاه وجود دارد»<2 بطوریکه 211 4 0۴ ]> در نتیجه م8 < (26) 3 


و 2 -(*) وچون ۶ يك تابح‌است پس ۰-2 پس [[2)] ۶- [[]/ ۴ حالعریف 
م‌کنیم : 
۸ج ظ + 27 


( [9] ۶) #- (د) 7 


بت اسب 
در اینصورت 1 يك تابع‌است , زرا که اگر 8 2 و و 3-2 آگاه [[2]] ۶ < 


[(12] #و چون 4 يك تایح است ۰ بس ( 262 - ( [(19] 7))و در 
نتیجه (2)3 < (۰243 بعلاوه شان می‌د هیم شب اف + که درآن 12 
تابع همانی روی است ۰ اگر َو > بل , آنگاه داریم : 

(۶)909 < ()(۴۰2) 
([:]0 ۶06 - ۱ 
و چون [ ۲۱۱ (ومع بس و > (([(3)] )74 بنا برایین 
(۰3()3 ۶) و درتیجه_ و ۰-3 ۰پس ۴ دارای معکوس راست [ است» 


۵۷-۲ : قضیه : عبارات زیر معاد لند : 

(الف ) اصل انتخاب ۰ 

( ب ) اگر بت يك مجموعه اندیس دار با مجموعه اندیس ] باشد : بطوریکه برا مسر 

7 ۰۱ ه ۸ آگاه و ج ۵ 77 . 
1 

(ج ) اگر ‏ يك رابطه باشد آنگاه يك تابع ۶ وجود دارد بطوریکه ,مین -- +«بولم 
و ۶ ۰ 

(د ) اگر ن يك مجمونه از مجموعه های غیر تهی باشد , بطوریکه برای هر ی > لار 
و 4۷ <, داشته‌باشیم 4 (, آنگاه يك مجموعه > وجود دارد 
بطوریکه برای هر # ۱ : <۱)) يك مجموعه تك عضوی است ۰ 


اثبات : مطابق شکل زیر قضیه را اثبات می‌کنیم : 
(ب ) جسست (ارق ) 


۱ 


( ات [ی) 


(ب ات[ ارف ) 
اریم ( 1۸ < کت وبرای هر 7 ۰۱۵ ه عد :۰/۸ پس بدا به اصل 
 ]۲‏ 1 
انتخاب تابع وان ج- بان :لا وجود دارد بطوریکه برای هر 2 ۰۱۰ < ۶( #ه 
یا برای هر 1 ۰ ۰)۸:(۸تعریف می‌کلیم : 
دس 

ان 

9 ۸( < )۱ ) لِ 
در اینصورت بنا به ۱۲-۲۷ عج؛ ۸ ۰11 


۹31 


3 آد نت [ رن:) 
اگر ۵-4 , آنگاه ٍ يك تابح‌است که دامنه آن مساوی دامنه 6 می‌باشد و 
زیر مجموعه ای از 1] است * فرض کنیم ۵ عبت )/.تعریف می‌کنیم : 
[ مه ۰ )18 - 
در اینصورت هر عضوکن خیر دهی‌است ۰ چون تابح همانی‌روی اکن يك تابح دوسوین است 
پس می‌توان کت را بحنوان يك مجموعه اندیس دار با مجموعه اندیس کت‌در نظر گرفت , 


_ 


یعس ی > بر 


در اینصورت بنابه فرض 4۵ 0 7 وجود دارد بطوریکه #« [1 > 1 ۰ 
چگ < 


پس 3 يك تابع از ه به 8 برای هر > ی« , > >(" تعریف 
می‌کلیسم : 0 سیر ج ٩‏ سوه : ط 
([[*6]0) 3 - 6 7 


در اینصورت ملاحظه می‌شود که تابع ۴ دارای خواص مورد نظر است: یعنسی 


سوه  -‏ مسولن و 8 ه ۴ ۳ 


رب هس ۲ 

تعریف م‌کنيم : ام | (مر )۸-1 

در ایتصورت (/ يك رابطه است و 4ب < بمواه.بنا به فرض تایح وجود دار د 
بطوریکه/ مه - ۶ بریی6ه و 6 > 1.فرض کنیح ‏ برد < ).«نشان می‌د هیم که ) 
در شرایط بند (د ) صدق م‌کند * از تعریف 0 بسهولت دیده می‌شود که تابم ۶ یسك 
تابح از #ت به لا است بطوریکه برای هر ۴ > «داریم >« > (204* بنابراین‌برای 
هر بت 6« داریم 0 >()۰۴حال فرض کنیع 0۱ .در اینصسورت 

مد ء ‏ و ۷ .یس لب >لاوجود دارد بطوریکه () ۶و >« ۰ 

چون لا ء ()۶: پس (ر< 6 زو در دتیجه _ هه ع ۴۱۸ پس‌بدابه فرض لا< بر 
ودر نتیجه (۶06ل* بدابراین برای هر کت ۰۱ ((۳0)-(0) یلامجموسه 
تك عضوی است ۰ 


(الف ات( ) 
فرض کنیمل يك مجموعه از مجموعه های غیر تهن باشد * تعریف مس کنیع : 
۱« و« زد)1< 68 

در اینصورت هر عدصر 2) غر تهی استو اشتراك هر دو عصر هتمایز () مساوی تهسی 
است, زیرا که چون برای هر ن ‏ لز, ۵ عل لا , پس 9 زر [ (1و اکستتر 

۵ ۴ (2(*2)) ۱(۵ () آنگاه روشن است که 7 ر 21 - لایر( رل پسس 
بنابه فرض يك مجموعه ‏ وجود دارد بطوریکه برای هد ۵ مر( ز] » رز<( 0 0 
یك میمینه تك عضوی است " فرف ک۴۳ ۷.۱ (و م )ات (ل )0 تعریف 


ِِ لش ز) ج ین + مر 


مولفه دوم زوج مرتب محعلق به( لا ( ۷ ) 0 - ار لب ) ۶ 
در اینصورت روشن است که ۴ یل" تابح انتخاب برای ۵#است و در نتیجه اصل انتخا ب 


برقرار است * 


0-۲-۲ تمرین : نشان‌د هید که جمله زیر معادل اصل انتخاباست* 
٩‏ اگر 8ج م + ۶ يك تایح پوشا باشد آنگاه + دارای يك معکوس راست است ۰" 


حال به بیان چددمعادل دیگر اصل انتخاب می‌پرد ازيم * در اینجا از ابات 
معادل بودن آنها بااصل انتخاب صرفدظر می‌کنیم ابتدا قضیه زیر را بدون اثبات بیان 


می‌کنیم : 


0-۲-6: قضیه : جمله زیر معادل اصل انتخاب است : 


" برای هر دو مجموعه ۸ و 8 داریم 8 > ۸ يا ۵ > ۰8" 


از قضیه فوق نتیجه زیر بسهولت بد ست می‌آید : 


0-۲-0: نتيجه : اگر »و و دوعدد اصلن باشند , آنگاه وا > يا ن > ۰ 


۶ 


یکی از اصولی که معادل اصل انتخاب است و بخصوص در جبر کاربرد لسیتسا 
زیادی دآرد اصل زیر است که به لم زورن معروف است ۰ 


/ و ز ۰ 4 
فرض کنیم ۸ يك مجموعه مرتب جزین غیر نهی باشد * اگرهر زیر مجموعه مرتسب 
خطی از ۸ دارای يك کران بالا باشد , آنگاه ۵ دارای يك عنصر ماکسیمال است ۰ 
برای مثال نشان م‌د هیم که می‌توان با استفاده از لم زورن بند جه ۵-۲-۲ و 
جمله بکار رفته شده در ۵-۲-6 را اثبات کرد * این مطالب را در قضیه زیر اثبات 


م‌کلینم * 


0-۲-1 : قضیه : با استفاد ه از لم زورن داریم : 
(الف )اگر ۵ يك رابطه باشد , آنگاه تابع ۶ وجود دارد بطوریکه ۲۶۸ - ۶ میاه و 
۶ 


[آب ) برای هر دو مجموعف و و داریم > یا > > دا ۰ 


اثبات : 
( الف ) تعریف م‌کنیم : 


[ ۶+يك تیچ است | 8 ۶ ۸ 
چون ۸ > ۵« پس ۵ + ۰۸ مجموعه ۸ را می‌توان بعنوان يك مجموعه مرتب 
جزیی با رابطه ترتییی‌جزیی > در نظر گرفت * فرش کنیم ‏ يك زیر مجموعه مرتسسسب 
خطی ۸ باشد * تشان می د هیم که دارای يك کران بالا در ۸ است *برای اینکار 
نشا ن می‌د هیع که ۸ > 6 لا , زیرا که در ایدصورت ۸۵ ايك کران بالا برای 6 خوا هد 
بود * چون هر عصر ] زیر مجموعه ای از 6 است « پس چ > ۰18 بعاوه 6/ايك تابح 
است» برای نشان دادن این مطلب فرض کنیم 3 ز) > (3 ر<),(۰)2,3در أینصور ت 
8۵ > و ,۶ وجود دارند بطوریکه ۴ >( ,)و [ > (2ب<)چون 6 يك مجموعه 

مرتب خطی است , پس 3 > ۶یا #۶ > 3-اگر و ع # آنگاه 3 > (قرعح) (9:) 
و چون و يك تابع‌است , پس چ -3.اکر ۶ > 5, آنگاه بدلیل مشابه 2- * پسس 
8 ید تابح است و در نتیجه ۸ ۰08 حال بنابه لم زورن مجموعه ۸۵ دارای یسك 
عصر ماکسیمال مانند ‏ است. * نشان می‌ددهیم ‏ ۸ بمیله > مرواب فرض‌کنيم 

موه عپ # باه . در ایتصورت 2 وجود دارد بطوریکه میاه - ؟امبمیلهت »2 چون 
مه به 2 پس وجود دارد بطوریکه 9 حال تعریف می‌کنیم : 

((9 دی 01 ۲ 

در اینصورت جع ۶ و "۶ که يك تداقض به ماکسیمال بودن 6 است *بدابراین 
6 ۴ ربوم و در اینجا بدد. [الف ) اثبات م‌شود * 


[ب ) تعریف می‌کنیم : ۱ 
(0 #ست ۸ 7ب ۸+ يك تابع‌يك بيك است | 1 < ۸ 


چن تابم ه از ۵ به ه در ۸ است , پس ۸ ۰۸ مانندبند (الف ) , ۸۵ رای‌توان 

بعنوان يك مجموعه مرتب جزش با رابطه ترتیبی‌جزین > در نظر گرفت * فرض کنیم 2 
يك زیر مجموعه مرتب خطی از ۸ باشد * نشان می‌د هیم م ‏ 8و در نتیجه ۶ دارای 
يك کران بالا در ۸ است * مانند بند (الف) «, 8 يك تابع‌است * نشان م‌د هیسم 
که 8 دايك بيك است * فرض کنیع 8 > (ور<), (9,*)* در اینصورت ۶ ,یم در 
2 وجود دارند بطوریکه ۴ > (ور) و 3 > (وز« )۰ چون 6 مرتب خط‌است, پس 
و ء ۶ يا ۶ > 2 «بدابراین و > (یرد) ,(دیج)یا > (وره) و (درعد) 
و چون + و هر دويك بيك هستدد , پس نتیجه می‌شود که »2 - عه بدابراین 2( يك بو 

است * حال فرض کنیم 2 :یه ت »2 در اینصورت لل وجود دارد بطوریکه 5 ز > (<) 
و در نتیجه ۵6 ۵ وجود داردبطوریکه ۴ (وء)-چون ‏ > > رومه : پسسسص 

> > و در نتیجه 6۰ 6 ۵ ن رم . بطریق مشابه ثابت می‌شود که 820 امد . 
حال بدابه ل زورن .۸ دارای یلاعتصر ماکسیمال ماندد ۶است * نشان س‌د هیم که 
> مه یا ۵ < ۶ برییر. فرض کنیم که هردو تساوی برقرار نباشند * 

در اینصورت  .‏ مموگه ما و 2 بوسر - > /ه وجود دارند * تحریف ميکنيم : 

[رهری)) لا ۶-7 
در اینصورت ۸و "> که يك تداقض به ماکسیمال بودن ۶ است *پسس 
> موه یا و مریراگر > #بزمهه, آنگاه 0 > ).کسیر 
و < #رمت آنگاه ‏ يك تابم يك بيك از 0 به > است‌ودر نتیجه ) > .بدا 
براین ظ 4یا ) > ( ۰ 
اصل دیگری که معادل اصل انتخاب است , اصل زیر می‌باشد : 


اصل خوش ترتیب_: هر زیر مجموعه غیر تهی از ۷ دارای يك کوچکترین عصراست* 


ی 
کاربرد اصل خوش ترتیبی را در ۵-۱-۸ و ۵-۱-۳۹ ملاحظه کردیم *همانطور 


که گفتیم لم زورن و اصل خوش ترتیبی هر دو معادل اصل انتخاب هستند و در نتیجه این 
سه اصل معادل یکدیگرند * در اینجا از اثبات این مطلب صرفدظر س‌شود * 


0-۲-۷ تمرین : فرض کنید ۷ ۸ 2 گن يك مجموعه اندیس دار با مجفوعسسسه 
11 


صفحه : ۲۲۴ 


1 7 :۱۸۵۰ 
ندیس ] که يك مجموعه متناهمی است « باشد * اگر برای هر ۲ ۱ ِ 
۱ ۱ و 2 
۱ ۱ ستفاً ۳ انتخاب یا معادلهای آن , ثابت کنید ۵ ع 4 
آنگاه بدون استفاده از اصل . که ِ 


ساختمانهای جبسسری 


قسمت اول ععل دوتایی و مثالهای متنوع آن را معرفن می‌کنیم و سپس برخن از خسوا ص 
آترا مورد بررسی قرار خوا هیم داد ‌ در قسمت دوم ساختمان جبری را نعریف کسود ه و 


بعضص از ساختمادهای جبری خاص را معرش م‌کلیم ۰ قسمت آخر این فقصل در صور د 
مقأایسه ساختمانهای جیپری صحبت می کلد ۰ 


عل دوتایسیر 
ععل جمح معمولن را در ۸۷ در نظر می‌گيريم * این عمل را می‌توان بصورت یسك 
تابح‌از ۸۷۸۷ به ۷ در دظر گرفت بطوریکه به هر زوج از اعداد طبیحی (ر«) » 
مجموع آنها یعس7+ 7 را نسبت می‌د هد * بنابراین می‌توان نوشت : 
۷ج ۸۵ ۷ لا : د 
0+ 7 (7۲۱) + 
در اینجا میخوا میم اين مفهوم رارمجرد مورد بررس قرار د هیم * 


1-1-0۱ : تعریف : 
فرض کنیم ۸۵۸ يك مجموعه باشد * اگر ۴ يك تایح‌از ۸۵ به ۸ باشد , آنگاه ۶ يك 
ععل د وتایی روی ۸ تامید ه می‌شود * 


نمادگذاری : «عمولاً يك ععل دوتایی را بانماد * نمایش خواهیم دادو اگر# يك عمل 


صفحه : ۲۲۶ 


دوتایی روی ۸۵ باشد ,يب نی *يك تابع از۵۸ ۸ به ۵ باشد , آناه برای هر ۵ > بر >2 


می نوبسیم لو مد »2 ع< ( و ر ) >« 


۱-۱-۲ : مثال : 


( الف ) ععل ضرب در ] يك ععل دوتایی روی ۳ است * بدین ترتیب که این عمل به هر 
زوح از اعداد حقیقی , حاصلضرب آن دوعدد را وابسته س‌کند * 
[ب ) ععل * را روی 7 بصورت زیر تعریف م‌کنیم : 
مج ام 2 ود 
4 2 + و + وا 2 
در اینصورت #* يك عل دوتایی روی ‏ است * 
(ج ) فری کنیم ,۸ يك مجموعه و 6 مجموعه همه روابط روی ۸ باشد * در اینصورت 
عل ترکیب روابط , يك ععل دوتایی روی ) است: زیرا که نتیجه ترکیسب دو 
رابطه روی ۸ يك رابطه روی ۸ است * 
6 ح )بر : ه 
25 (5ر) ۰ 
(د ) فرش کنیم ۸ يك مجموعه و ۸ مجموعه همه توابح‌روی ۸ باشد * در اینصورت 
عمل ترکیب توابح , يك ععل دوتایی روی با است « زیرا که نتیجه ترکیب دوتابع 
روی ۸ , يك تابح‌روی ۵ است * 


یی و 2 


7 2 (8: ۴۶) ۰ 
( هم ) فرش کنیم ۸ يك مجموعه و مرک مجموعه همه توایع دوسویس روی ۸ باشد + در 
اینصورت عمل ترکیب توابح , يك عل دوتایی روی رگ است , زیرا که نتیجه 
ترکیب دوتایع دو سوس روی .۸ « يك تابع دوسوس روی ۸ است * 
( و) مجموته زیررا در نظر می‌گیریم : 
0 و .۰ دوع | (منو.۰.۰ رعع) < ج] 


تعریك می‌کنیم : کج ۳( : مد 


(برل ج موه درل بش 1 [ ر 2 2 2( 


زر 4 
در اینصورت * يك عمل دوتایی‌روی ] است * معمولا این‌ععل دوتایی * را باهمان 
تماد جمع معمولن پعتی *" + " نمایش م‌د هید ۰ 
1-۱-۳ : تمرین_: 
در مريك از بند های زیر نشان د هیدکه عمل مورد نظر روی مجموعه مربوطه يك 
عمل دوتاین روی آن مجموعه است ۰ 


(الف ) عمل ۷ روی مجموعه همه گزاره ها * 

(ب ) عمل ۸ روی مجموته همه گزاره ها * 

اج ) اگر ۸ يك مجموعه باشد , آنگاه عمل زا روی 2۸۱ ۰ 
اد ) اگر ۸ يك مجموعه باشد, آنگاه ععل (/ روی(۳/۸) * 
( هم ) عمل تفاضل روی ح . 

( و) عل * روی () که بصورت زیر تعریف س‌شسود : 


صحت لو >« 2 


( ز) عل * روی ۸۷ که بصورت زیر تعریف می‌شود : 
بزرگترین مقسم علیه مشترك 2 م با ع ل ‏ »2 


1-۱-6 : تمرین_: کداميك از اعمال زیر یعمل دوتایی روی مجموعه مربوطه است ؟ 

(الف ) عل تقسیم در 8 . 

( ب ) عل تقسیم در ۵-10۱ ۰ 

( ج )عل تفاضل در ۸ . 

( د )اکر ريك مجموعه باشد *آنگاه ععل * روی (0)۸) که بصورت زبر تعریف میشود: 
(- ۷) لا ( لا >( عد لا << 


جدول يك ععل درتاین : 
اگر # يك عمل دوتاین روی يك مجموته متنا هی ر ۰۰.۰ وه ۸۵ باشد ه 


در جدول فوق عناصر ۸ را بترتیب بعنوان سطر اول و ستون اول جد ول می‌نویسیم وسپس 
برای هر . مو....و ۱) [ حاصل ترکیب #9 را در مریح‌وابسته به ,بهد زه» 
‌دویسیم و باین ترتیب جدول را تکمیل می‌کنیم * 


۱-۱-0 : مخال : 


مثلث متساوی الا ضلدع امرکز 0[ محل تلاقق ناف ) دیا 


۶و را واقع درصفحه 2 را در نظر م‌گیریم * 
۸ 


ال 
جر ۱ ۹ 
کر 
بل - 


[ 
ا 
ٍ 


توسط شش تبدیل می‌توان مثلث فوق را برخود ش مدطبق کرد * این شش تبدیل‌راد و زیر 

مشخص س‌کنیم * 

۱- دوران حول نقطه ه به‌اندازه زاویه ۱۲۰ در خلاف جهت حرکت عقربه ای 
ساعت * اين تبدیل رابا ۲ نمایش ‌د هیم * 

۲- دوران حول نقطه ۵ به اندازه زاویه ۲۰۳ درخلاف جهت حرکت عقربه صسای 
ساعت * این تبدیل را با ,/ نمایش م‌د هیم * 


۳- دوران حول نقطه ه به اندازه زاویه ۳۲۰۳ در خلاف جهت حرکت عقربه همای 
ساعت * این تبدیل را با > نمایش می‌د هیع * 

*- انعکاس تسبت به محور ,/ * این‌تبدیل را با »2 نمایش می‌دهیم * 

0 العکاس تسبت به محور ,۶ * اين تبدیل را با م۵ نمایش م‌د هیم * 

1 - انعکاس تسبت به محور ,2 * اين تبدیل را با » نمایش‌س‌د هیم * 


حال مجموعه همه اين تبدیلات را با ,۵ نمایش می‌دهیم , یعس فرض کنیسم 
(>دط ره ور | 6 ]لا ععل ۳ هن را روی 7 بصورت زیر تعریسف 
موه : 
انجام تبدیل بٍ و سپس انجام تبدیل 2 لز ه »2 
در اینصورت ه يك عمل دوتایی روی .2 است * بحنوان مثال به ‏ ,از ه و * زیراکه 
دایم زر ۱ 


ا ۵۵ 


همچنین ط < »» ,۲ , زرا که داریم : 


ِ ۸ ۸ 
۳ 8 8 ی ۰ 7 


جدول ععل دوتای م روی ,( مارتست از : 


1-۱-1 : تعریف : 


فرض کنیم * يك ععل د وتایی روی مجموعه ۸ باشد * در ایدصورت زیر مجموعه و 
از ۸ تحت عمل 3 بسته است اگر برای هر 2 > لا و ۱2 داشته باشیم 8۵ > ل *< »2 ۰ 


فرش کنیم * يك عمل دوتاین روی ,۸ باشدو زیر مجموعه 2 از ۸ تحت عمل * 
بسته باشد * در ایدصورت تایح القاشده از # روی 8 < 8 یعی 8 8 / * يك 
تایح‌از * 8 به 8 پس م‌توانگفت که در ایتصورت ۵ 8[ * يد عل دوتایسی 
روی 8 است * معیولاً عل 8« 2 | # راباهمان نماد # شان می‌د هیم وس‌گوئیم که 
اگر زیر مجموعه ۵ از ۸ تحت‌عمل # بسته باشد , آنگاه می‌توان # را بعنوان یسك 
عل دوتایی روی ظ در دظر گرفت * 


۱-۱-۷ : مخال ؛ 


[الف ) عل + را روی 0 در نظر می‌گيريم * م‌دانیم که اگر ۸۷ ع و ع2, آنگساه 
۷ > و + 2 *پس می‌توان گفت که زیر مجعوعه ۸۷ از ۲/ تحت عمل *بسته است* 
[ ب )عل *را روی ۸ در نظر می‌گیريم * فرض کنیم ] مجموعه همه اعداد زوج در ۷ 
باشد * در اینصورت چون حاصلجمح دو عدد زوج يك عدد زوج است: پس‌برای 
هر ع]ء وایدایيم ۲ » لو + ۰پس ] تحت عمل + بسته است *حال 


فرض کنیم ] مجموعه همه اعداد فرد در ۸#باشد * چون حاصلجمع دوعدد فرد یسك 

عدد زوج است , پس ۲ تحت عل + بسته لیست * 

اج در 1-۱-۲ (د ۹ دیدیم که اگر ۸ ي‌مجموعه باشد , آنگاه عمل ترکیب توابح 
موه همه توابح دوسوس روی ۸ باشد , آنگاه ۸ > ,5 و دیدیم که 5۸ 


تحت عل ه بسته است ب 


1-۱-۸ : تمرین 
بسته است یا خیسر * 


(الف ) عمل جمع روی 7و * مجمیعه اعداد منفی در 2است* 
(ب ) عمل ضرب روی (] و * مجموعه همه اعداد اصم در ؟ز| است * 


(ج ) عل جمح روی ( و * مجموعه همه اعداد اصم در | است * 

([د ) عمل ۸ روی مجموعه همه گزاره هاو < مجموعه همه گزاره های درست است * 

(ه) ععل با روی (6۵ که در آن .۵ يك مجموته 2 همه زیستر 
مجموعه های متتاهی از ۸ می‌باشد * 

( و) عل لا روی (6۵ که در آن ۸ يك مجموعه نامتتام‌است و * مجموعه همه 
زیر مجموعه مای شمارش پذیر از ۸م‌باشد * 

| ز) عل ‏ روی (۸ که درآن ۸۵ يك مجعوعه است بطوریکه ۲ < ۸ و« مجعو 
همه زیر مجموعه های غر تهی از ,۵ می‌باشد * 


فرض کنیم : نت و 1۱ < ۰۸ در اینصورت مجموعه همه توابع د وسوس 
روی ۸ را معمولا با پر5 شان می‌د هندو همچدین مر عصر پرک ‏ ۶ را معمولابانماد 


تا ۱ 
ِ ( ماع ماش م‌د هند * مثلا اگر 2۶۳ 7 و ۳ 5 7 بطوریکه 


۲-(۱) ۴ , ۲-(۲) + و۱-(۲) ۶ ,آنگاه ۴+ بصورت زیر نمایش داده می‌شود : 


۰ 3۳ 


۱ 


۲ ۳ 7 


* تمرین‎ : 1-1-٩ 

۱ 

فرش کنید. .۰ (۱۲ ۱۱۲ < ۸ ومجموعه همه توایع‌دوسوس روی ۰۸ یعننی 
م۳ 3 را در نظر بگیرید ۰ 


گردید , نشان‌د هید که 1 عم 5 تین ۰ 
(ب ) عمل ترکیب توابح‌یعنی « ه را روی م 5 در نظر بگیرید و جدول‌آترا تشکیل‌د هید 
(ج چه رابطه ای بین جد ول این تمرین وجد ول تعیین شد ه در1-۱-۵وجود دارد؟ 


۱-6۰ : تعریف : فرش کنهم * يك عمل دوتایی روی مجموعه باشدا*د راینصورت: 
[الف ) *# يك عمل شرکت پذیر نامید ه می‌شود اگر برای هر ۸ ی ,لارت2داشته باشیم * 
( 2 4 ۸ ) #۷ 2 -2* ( # * 2 ] 


(ب ) * يك عمل جایجاش‌نامیده می‌شود اگر برای هر ۸ » ز رع2 داشته باشیم, 
2 ۷ و یر 2 


۱-(-1 : مثال : 
[الف ) عمل جمح روی ۸۷ شرکت پذیر و جابجاش است ‏ زیرا که برای هر ۸ > ور ر 2 
داریم : (9+2) +2 - 8+ 3۱ + 2] 
۳ + < ۲ 2 
(ب ) عمل ضربپ روی م۲ شرکت پذ یر و جابجاشی است * زیرا که برای هر ]> چٍ رل رعد 
داریم : 


(2 )۶ < 2 (9 *) 
ل << پز 2۳ 

(ج ) فرض کنیم ۸۵ يك مجموته باشد وعمل ترکیب توابح‌را روی پم ۸ در دظرببگيريم * در 
اینصورت بدا به بدد [الف ) تذ کر بعداز ۳-۱-۱۰ عمل ه شرکت پذیر است ۰ 
ولی ععل ه درحالت ععوس جابجاش نیست, زیرا که مثلا در ۲-۱-۱۰ (الف ) 
ملاحظه می‌شود که 9 ه ۴ عبد #۴ه 8 ۰ 

[ د ) اگر ۸ يك مجموعه باشد , آنگاه لاو (/ هر دواعال شرکت پذیر و جابجاشسی 
روی 60۸ می‌باشند * زیرا که برای هر (۵) 6 7رلار کاداريم : 

(2 نا نا 27لا نالعا لا «< 


( 2۷02 02 (۷۲۱۷) د :۷۲۱ 
[ ه ) عمل تفاضل را روی 27 در نظر بگیریم * در اینصورت این نه شرکت پذیر است ونه 
جابجاش * زیرا که مثلا" برای 27 > ؟, ۲, ۱ داریم : 

))-۲( -۱-۱ 2 ۲2 - )۲-۱( 

۱-6( هد 2۱ ۲-۱ 
( و اععل * را روی ۸ بصورت زیر تحریف س‌کنیم : 

72 4 ۳ << 

در اینصورت # شرکت پذیر است ولی جابجاقی دیست * زیرا که برای هر ۸ 2ر ل 2 


داریم : 
<< 2 ۷ 2 - 2 4( 1 9 2) 


ِ < # 9 2 > ( 2 * 1 ) ۷ 2 
و در نتیجه ( 3 * 3) * ۶ - 2 *  (‏ * 2 )ومثلا" برای ۸۷ > کوا داریم : 


۱ ۲۱ ۲-۲ ۱ 


۱-7-0 : تمرین / 
در هر يك از بند های زیر تعیین کنهد که آیا ععل دوتایی مربوطه شرکت پذیر یا 
جابجایی هست یا خیر * 


( الف ) عمل *# روی (4 که بصورت زیر تعریف می‌شود : 


2 
ِ 


(ب )عمل * روی ۸ که بصورت زیر تعریف می‌شود : 
فا دعر 
(ج اععل * روی 2 که بصورت زیر تعریف می‌شود : 
بد کر + و + 2 2 
[د ) عمل تقسیم روی [1۰- ۰ 
( ه ) عمل * روی مجموعه همه نقاط يك صفحه که بصورت زیر تحریف می‌شود * برای‌هر 
دو نقطه 2 د لو در صفحه داریم : 


2 > 80 


نقطه وسط پاره خط و 2 بح ل < ع2 
3 ت‌ 
(و)عل * روی ج که بصورت زیر تعریف س ۲ ش یه یر 
(ز) # روی مجموعه ۰1 رگ و و وا« ۸ ۸۵ که توسط جد ول زیرداد» شد هاست ۰ 


# دوعل دوتای روی مجموعه ۸ باشدد * در اینصورت 


فرض کنیم ۵ و 


# تسبت به ‌ِ پخش است اگر برای هر ۸ ع چ ر 4 ,2 داشته باشیم : 


۲ 


۱ 


2 ۷۱۱ ۱1 ۱۷۱۷۱ 1[ 


ال 3۱*۱ 2*۷۱ )2 ژ ۱*۱ 2 *7) 


۴-(12 : مثال : 
(الف ) اعمال جمع و ضرب راروی جر در نظر ‌گیریم / در اینصورت ضرب نسبت به جمع 
پخشی است , زیرا که برای هر (! ء 3 رد داریم : 


+ له ع (ل ج لو) ۷ 
0 


و ار + قع - ق ( وج عد) 


در این مثال ملاحظه می‌شود که جمع نسبت به ضرب پخشی دیست , زیرا که مثلا" برای 
۱:۲ داریم : 
۲ «(۲) (۲)+۱ 
۱(۲(۰۲) (۱+۲) 
و در نتیجه (۴۲ +۱۲۲()۱) ۴ (۴)(ع)+۰۱ 
(ب ) فرش کنیم ۸ يك مجموعه‌باشد و اعال زاو ۵ را روی (۳)۸ در نظر می‌گیريم * 
در اینصورت ۲۱ دسبت‌به ل) پخش است, زیرا که برای هر (6)۸> 2ر (, ۷ 
اه ۱ ۱ 
كِ_ِ 060۱۷۱۸۵2 ( ۷2 ۱۷) 0 ۷ 
۱ (۷۷2) ۵( 602 ۱/۷(۵2) 
در این مثال مااحظه می‌شود که لا نسبت به 0 نیز پخشی است, زرا که داریم : 
( 0۷۱۱۱۵۵2 ( 0۱۷2( ۷< 
0۷۷21 ۶600026 ۷2 ( ۷۱۷ 


فرش کنیم * و * دوععل درتایی روی مجموعه ۵ باشند * قضیه زیر نشان مید هد 
که اگر #۱ جابجاین باشد آنگاه برای پخشی بودن ‏ * نسبت‌به * کافیست که یکی 


از تساویهای 1-1-۱۲ برقرار باشد * 


۱۰۱-۱ : قضیه : 


فرض کنیم 3۱ * در ععل دوتایس روی مجموته ۸ باشندو * جایجای باشد 
در اینصورت ‏ * دسبت به * پخشی است اگر و فقط اگر برای هر ۵ > 2 ,و2 داشته 


2۶ ۷ ب<2)‎ 2( 62 9 (  )  و(‎ 


)2<9(*  ) و(‎ «* 2( 


اگر ,۷ نسبت‌به * پخشی باشد , آنگاه بدا به ۰۲-۱-۱۲ تساویهای(۱) و 
(۲) هر دو برقرارند *حال فرض کنیم که تساوی (۱) یا تساوی (؟) برقرار باشد *نشان 
مید میم که( * نسبت به #۲ پخشی است * مثلا فرض کنیم تساوی (۱) برقرار باشد * 
نشان می‌د هیم که تساوی (۲) نیز برقرار است * فرض کنیم ۸ ء 2 و رت2در آینصور ت 
داریم : 
بدا به جابجایی بودن ۱ * : ( 3 7 2( 2 2 2( 9 ۷ 2( 
بنا به تضاوی (۱) : (,*2) <(*< 2) < 


بدا به جابجاین‌بودن  *(‏ (2 *9) بخ( 


پس تساوی (؟) برقرار است و در نتیجه ۷ نسبت‌به * پخشی‌است * بطریسق 
مشابه می‌توان‌نشان دادکه اگر تساوی (؟) برقرار باشد , آنگاه تساوی (۱) نیز برقرار 


است و در نتیجه 2۱ نسبت به *3 پخش می‌باشد * 


1-1-00 : تمیین ۳ 
(الف ) عل *# روی ۸ را بصورت زیر در نظر بگیرید : 


2 > 9 << 


آیا # دسبت به ععل جمع‌پخشی است ؟ 
[ب ) ععل * روی 7 را بصورت زیر در نظر بگیرید : 
آیا # دسبت به ععل جمع‌پخشی است * 
(ج ) فرش کنید ۸ يك مجموعه باشد وععل # روی (۸) را بصورت زیر د رنظر بگیرید : 
(م- ۷ لا (لا- 6۲ لا >د ۷ 
آیا ععل () نسبت به ۷ پخشی است ؟ 
اد اروی () دوعل ۱* و #۰ را بصورت زیر تعریف‌کنید : 
( یا + لا وه +عج) ع (قود ۶) * (ل مد) 


+ و +2 ع< ‏ 22 


و 


( و ود 2 2) < ( 4 و د) » (9 د2) 
آیا #۶ نسبت‌به * پخشی است ؟ 


1-۲ : ساختمانهای چبسری 

بطور خلاصه می‌توان گفت که امروزه مطالعه ساختمانهای جبری, رشته جبر را 
تشکیل می‌د هد * در این قسمت پس از تعریف مفهوم کلی يك ساختمان جبری: بعضی 
از ساختماندهای جبری خاص را که آهمیت زیادی دارند , معرفی خواهیم کرد * 


1-0 : تعریف : 

فرش کنیم ۰۰*۶۱ ۰۰۰۰ کب اععال دو تایی روی يك مجموعه ۸ باشند *د راینصور 
۱ و ۰ ۰ 6 و )را يك ساختمان جبری می‌نامیم * پس يك ساختمان جبری 
ازيك مجموعه ويك یا چند ععل روی آن مجموعه تشکیل شده است ۰ 


- ۱2۰۲ : مثال : 
(الف ) ( + , ۷/) يك ساختمان جبری است ۰ 


(ب ) ( », +, 0۷) که در آن ۳ ۰ " نمایش عمل ضرب می‌باشد , يك ساختمان جبری 
است * 


(ج ) اگر ۸ يك مجموعه و "۰ " عل ترکیب توابج‌روی ۸۸ باشد , آنگاه ( ۰ ز ۵ ) 
يك ساختمان جیری است ۰ 

(د ااگر پرک مجموعه همه توابع دوسویی روی |[ بو ...۰ وا ) باشد » آنگاه( » ز بو ) 
يك ساختمان جبری است ۰ 

( ه)اگر ۸ يك مجموعه باشد , آنگاه ( 0 و لا ز(۸))يك ساختمان جیری است * 

( و )اگر ۵ مجموعه همه گزاره ها باشد , آنگاه (۸ , ۷ز ۲ )يك ساختمان جبسری 


است ۰ 
(ز ااگر * ععل تعریف‌شده در ۱-۱-۲ (واروی (۵ باشد , آنگاه ( * ز0) یسك 
ساختمان جبری است ۰ 
(ح ) فرش کنیم ۸ يك مجموعه باشدو ۸ مجموه همه توایح‌از ۸۵ به (] است *دوصل 
و # و ( # را رویج ۸ بصورت زیر دعریف می‌کنیم : 
0 ج ۸ : 3 >« ش 
(د) و + (ع) ۴ () ( 3 > ۳) 
0ص ۸ و 8ب 
هه 2 (- 6۵ (و هد م) 
در ایدصورت ( و از ۸۸) يك ساختمان جبری است ۰ 
۱ط ) فرض کنیم رد [ه) 2 مجموته تعریف‌شده در۱-۱۸-؟ 
(د )باشد * دوصل 9)و ۵ را روی 7 بعصورت زیر تعویفس‌کنيم : 


[ و +عد] ع 2 و 3 
[2] -([9] ۵ [2) 


در اینصورت ( ی و 6 ذ 2 )يك ساختمان‌جبری است * 


و 


۱-۲-۲ : تمرین_: نشان دمیدکه : 
(الف ) اعال * و < در ۲-۲-۲ (ح ) , شرکت پذیر و جابجاش هستندوم ٩‏ 


تسبت به 3*۱ پخشی می‌باشد * 


مق : ۲۳۹ 


(ب )اصال 98 و ۵ در ۱-۲-۲ (ط ) شرکت پذیر و جابجای هستندو 6 
سبت‌به 8) پخشی م‌باشد ۰ 


1-0-6 : تعریف : 
فرض کنیم * یكععل دوتایی روی مجموعه ۸ باشد * عبر ۸ ء 2 رايك حصر 
همانی ۸۵ تسبت به عمل * می‌نامیم اگر برای همه ۸ > »2 داشته باشیم : 
جع »#2 مد م و 2 


همچنین می‌توان‌گفت که > عصر هماتنن ساختمان ( >« ز۸)است ۰ 


1-1-0 : ملال 


(الف ) ساختمان جبری ( + 5 -2) را دردظر س‌گیریم * در اینمورت عدد هخصر 
همانی ح نسبت به عمل + است * زیرا که برای در 7 ء 2داریم : 
<< 2 ۷ ۰ << ه چد 2 
آی ) ساختمان چبری ( ۵ ۶ ۸*)در 1-۲-۲ اج )را در نظر می‌گيريم *دراینصور. 
نابع همانی یعتن ‏ 1 عصر همانی اين ساختمان است" زرا که برای هر 
۸ > ۶ داریم : ۱ 
۶ مه ۴ ۴و 
(چ ) ساختعان جبری | . )را در نظر می‌گیريم * در ایتصورت عدد ۱ عصسر 
همانی این‌ساختمان است * زیرا که برای هر (1 2 داریم : 
عم »1.2 ع 22۰1 

2 ۳ : 
(د ) ساختمان ( * ذ )را که درآن صل * روی ۳ بصورت زیر تعریف می‌شود 
در نظر می‌گیریم * 7 ۳ شش 

۱ ( و جوا وید بیج ( وه ه) * (وای<) 
در اینصورت ه (۰:ه ) حصر هماتی "ج] نسبت به عمل # است * زیرا که بسرای 


هر 0 > ( برر<) داریم : 
ره #(ویت) 


(هارعه) - (و جه وع< ج ه) ع (و ر2) *< (9 ورع) 


( ه) ساختمان جبری ( 0 ز (4)را که در آن ۸ يك مجموعه است؛ در نظسر 
ی‌گیریم * د راینصورت ۸ عصر همان این ساختمان است* زیرا که برای مسر 
رس 6 » ۷ داریم : 
۸/۱ 2۱۸۵ 


1-۲-7 : تمرین_: 
تعیین کنید که آیا مر يك از ساختمان های جبری زیر عصرهماتی داردیاخیر * 
(الف) (ب ز ۸۷) ۰ 


(ب) . ۰0۸۷ 
(ه ز برک) در تذکر بعداز 1-۱-۸ ۰ 
مدز 2۵) در 1-1-۴ (و) ۰ 
(جد ز(م)9) در 1-۱-6 (د) ۰ 
(لاز (6)۸) ۰ 
(ه ز ,9) در 1-۱-۵ ۰ 


(جدز ع) که در آن ۹ مجموعه اعداد زوج در۸۷است * 


ور ههد (پدزجگدر 2-۲( ) 


(9 ز ۶2 (9 زر2)در ۲-6-(ط)* 


۰۲-۲ 1 : قضیه : 


اگر يك ساختمان جبری ( 7 ۸) دارای عخصر همان باشد ر آیگاه این خصر 
یکتاست ۰ 


فرض کنیم هِ 2 دو عصر هماتن ۱ و ۸۵ ) باشند * شان‌س هیم که 


۰*۱2 چون ,6 عصر همانی (*< د ۵۸) است و ۸ ,> ه سیک 6 6 : 
چون ,> عصر همانی (: ۸) است‌ و 6۸ ,> « پس ,6 ,6 < 6 " بنابراین 


2 ۱ و در نتیجه عصبر همانی در صورت وجود , یکتاست * 


تذکسي : 

فرش کنیم ( << ۸ )يك ساختمان جبری و 8 تحت عمل * يك زیر مجموه 
بسته از ۸ باشد * در اینصورت همانطوریکه در تذکر بهداز 1 - ۱-۱ گفته شد  ,‏ را 
می‌توان بعنوان يك عمل دوتاین روی 8 در دظر گرفت و در نتیجه (۱ < 2 )یسك 


: می‌باشد ۰ 


۱-1-۸ : قضیه : 


فرض کنیم ( *< ذ ۸ )يك ساختمان جبری و 8 تحت عمل * يك زیر مجموعه 
بسته از ۸ باشد * در اینصورت : 
( الف ) اگر * روی ۸۵ شرکت پذیر باشد , آنگاه # روی ] شرکت پذیر است* 
(ب ) اگر # روی ۸ جابجاشی باشد , آنگاه # روی 2 جابجاش‌است* 


(الف ) فرش کنهم 6ج رو و <۰ در ایدصورت , چون هم 8 , پس ۸ > رل 2 
و چون * روی ۸ شرکت پذیر است * پس داریم : 
(و « ) « 2 - *<( ۱ 7) 
بنابراین # روی 8 شرکت پذیر است* 
(ب ) اثبات این بدد مشابه اثبات بید (الف) است و بمدوان تمرین آثرا بنویسید .* 


(الف ) ساختمان جبری  (‏ و ,* ۶ ۳ ) در 1-۱-۱۵ (د )را در نظر بگیریده 
فرض کنید : 
۱« |(1)۰۰- ۶ 


شان د هید که ۵ تحت هر دوعل  *‏ ۷ بسته است * ساختمان جپسری 
( ۴ ۷ <ظارا در نظر بگیرید و عصرهمانن 8 تسبت‌به * و عصر همانی 2 
لسبت به م # را در صورت وجود , تعیین کنید * 
(ب ) ساختمان جبری ( ۰ : + ۳5 )را در نظر بگیرید * تعریف کنید : 
و او( 
تشان دهیدکه ( 2 ۷ ) 4۵ تحت هرد و صمل + , * بمته است" ساختمان جبسری 
[ ۰ (0۷۳) را در دظر بگیرید و عاصر همانی ( ۷۳( دسبت به هر 
دوصل * , *را در صورت وجود , تهیین کنید * 


0۰ : تعریف : 
فرض کنیم ساختمان جبری (* و ۸ ) دارای عصر هماس 6 باشدو ۵ ۵ ۰ 
اگر در مجموعه ۸۵ عحصری مانند »2 وجود داشته باشد بطیریکه : 
0 .0 بد بت جد 0 > بت 
آنگاه به يك معکوس ۵ نامید ه س‌شود و در ایتصورت س‌گوئیم یم دارای معکوس است ۰ 


تذکر : 
از دمریف فوق روشن استکه , اگر (*< ذ ۸۵۸) يك ساختمان جبری با عصر هماسی 
و ۸ > "ه يك معکوس ۸ 2 باشد , آنگاه »۵ يك معکوص 0 است ۰ 


۱-۱ : مثال : 
(الف ) اگر (< ذ ۸۵۸) يك ساختمان‌جبری با عصر همانی م باشد, آنگاه 2 دارای 


معکوس است *زیرا که داریم : < م چد 6 

و در نتیجه ع يك معکوس ع است * 

(ب ) ساختمان جبری ( + : 2) را در دظر م‌گيريم ۰ در اینصورت عدد ۰ عصرهمانی 
این ساختمان است" بعللوه هر عصر 77 2 دارای معکوس 2 -است* زرا 
ی 2 ح »2 + م2 26۱ -) چ عر 

(ج ) در ساختمان جبری ( ۰ * ۸۷ ) تدها عصری که دارای معکوساست عصرهمانی 
ساختمان یعس عدد ا م‌باشد ۰ 

(د ) در ساختمان چبری | لا ز (۵) ۹ ) تدهاعصری که دارای معکوس است 
عتصر هماتن ساختمان یعس 4 می‌باشد * 

(ه) ساختمان چیری ( >« ز (۸) 6) در ؟-1-۱ (د )را در دظر می‌گیریم * در 
ایدصورت ‏ عصسر ممانی این ساختمان‌است * در اینصورت هر عصر (ج ) 6 
دارای معکوس است , زرا که برای هر () 0 > ۷ داریم : 

۵ ه با هع 0-۱ 6۷-۷ ۷ ۷ 
در این مثال ملاحظه می‌شودکه هر عصر معکوس خودش است * 


۲« : تمرین : 

در هريك از ساختمادهای جبری زیر عناصری که دارای معکوس هستندرا , تمیین 
تماییسد ۰ 
(الف) (۰ )۰ 


(ب ) (6ذ,-۰)2 


(د)(ه دز بک) در 12۱-2٩۹‏ ۰ 


(ه) (+ نز هن ۵۸۷) ۰ 


(و)(۸(10) )۰ 
(ز) مد رز ۸ در ۱۰۱-۱۱ (ز )۰ 


۲- 1-1 : قضیه : 


فرش کنیم ( < ۶ ۸ )يك ساختمان جبری با عصر همانی 6 می‌باشدو # روی ,۵ 
شرکت پذیر است * در اینصورت برای هر > ه « اگر ۰ دارای معکوس باشد , 
آنگاه معکوسش یکتاست ۰ 


اثیتات : 
فرض کنیم به وه دوعصر در ۸ باشند بطوریکه هرد و معکوسهای 0 می‌باشند 
یعنن داریسم : 
۱1 6 < 0 + - #۷ ۰ 
1 7 مس 
[۳) 6 ع 0 > 0 اعد 06 >« 0 
نشان می دهیع که که ه . 
بتابه همانی بودن ع ‏ : د 0 عد »9 
بنابه (۲): - چ (ه ب گه) ع 
بدا به شرکت پذیری #: . ( 9۶2 > )۷ ه < 
بدا به ( ۱) : ۵ بر 0 < 


بنا به همانی بودن 6 : 
پس معکوس ۵ در صورت وجودیکتا ست * 


1-1-6 : تمرین_د 
در هريك از ساختمادهای جبری ز یره نشان د هیدکه هر عصر دارای معکسو س 


است و معکوس هر عصر رابرحسب آن عصز تعیین کنید * 
(الف ) (۰ ذ 4۵-1۰1 ) 


(ب ) (ه ذ 5۸) در 1-۱-۱ (ه )۰ 
(ج ) (چ ذ (ه6 6 که کر ۹ " دمایشگر ععل تقسیم روی [۰) | است * 


(د )(4د د ۲"( در 1-۱-۲ (و)* 


در ساختمان های‌جیری معمولاً برای تمایش اعمال دوتایی از همان نماد ها ی 
جمع‌و ضرب معمولی یعس " + "و " ۰ " استفاده می‌شود * اين آمر برای ایجساد 
سهولت در کار و اجتتاب ازتعد د نماد مای مختلف‌برای نمایش اععال دوتایی می‌باشده 
در رابطه با این نصاه کف اری جندین نکته وجود داردکه در زیربه بیان‌آدهامپردا زيم * 
( الف ) اگر ععل دوتایی يك ساختمان جبری بانماد " + " نمایش داده شود ,آنگاه آن 

ساختمان را يك ساختمان جبری جمعی‌س‌نامیم *پس( + ز ۸)يك ساختمان 

جبری جمعی‌است * 

(ب ) ساختمان جبری جمعی ( + ذ ۸ ) را در دظر می‌گیریم * اگر این ساختمان‌دارای 
عتصر همانی‌باشد ‏ آنگاه این‌عصر که پنا به ۱-۲-۷: یکتاست , معمولاً بسا 
نماد " ه " نمایش داده می‌شود * 

(ج )اگر (+ ذ ۸)يك ساختمان جبری جمعی با عصر هماس ه و + روی ۸ شرکت 
پذیر باشد و اگر عصسر ۶۸ دارای معکوس باشد , آنگاه معکوس ه که بنابه 
۱۲*۳۲ یکتاست , معمولاً با نماد ۲۰-۵۲ تمایش‌داده می‌شود ۰ 

(د )اگر عمل دوتایی يك ساختمان جبری با نماد " ۰ " نمایش داده شود آنگاه آن 
ساختمان را يك ساختمان جبری ضربی می‌نامیم ۰ پس ( ۰ ذ ۸)يك ساختمان 
جبری ضریی است * در ساختمادهای جبری ضرپی , گاهی از نوشتن نماد " * * 
بین عاصبر ۸۵ خود داری می‌شود * یعتی اگر خر ع پر رع2, آنگاه 2 بجای 

2 نوشته می‌شود * 
( ه ) ساختمان جبری ضربی (۰ , ۸۵)را در نظر می‌گيريم * اگر اين ساختمان دارا ی 

عخصر همانی باشد , آنگاه اين عصر که بنا به ۱-۲-۷ یکتاست, معمولاأبا 

نماد " ۱ " تمایش داده می‌شود ۰ 


(و) اکر (۰ د ۸ )يك ساختمان جبری ضربی با عصر همانی ۱ و * روی .۵ شرکت 
پذیر باشد و اگر عصر ۸۵ > » دارای معکوس باشد , آنگاه معکوس 0 که بنابسه 
1-۲-۳ یکتاست , معمولاً با نماد " ۵ " نمایش داده می‌شود ۰ 


1-۳-۵0 : مثال : 
۲ ۳ 
(الف ) ساختمان چپری (۲:,*< ۶ )در ۲-۱-۱۵ (د )را در دظر من‌گيريم 
در این مثال چون #۱ برحسب جمح‌در ج/ و ۷*۴ برحسب ضرب در ؟] تعربف 
مس‌شود , می‌توان‌بترتیب آنها را با نمادهای " + "و " 


اینصورت دوشت : ‌ . 
( و + و ره چعد) عد ( و ر 2) +( ر) 


۰ " بمایش‌دادو در 


و 
و رک )<< (9 د2) (وارع<) 


البته توجه م‌کنیم که دو جمع‌موجود کاملا متفایتند ه زیرا که جمع‌در ج/ یسك 
عل دوتاین است که روی (] تعریف‌س‌شود و جمع در "۲) يك ععل دوتایی است‌که 
روی ۳۲ تعریف می‌شود * ممینطور د و ضرب موجود کاملا" متفاوتند * در ایدصورت 
( + و ) يك ساختمان جبری جمعی و [ ۰ ز ۳ )يك ساختمان جبری ریس 


س‌باشند * عصر همانی (+ ذ ۲ ) راکه ( ه و ۵ ) است س‌توان آترا با ه نمایسش 
داد * برای هر ( > (لاو2): عصر ( 2 - 2-) معکوس آن نسبت به عل +است 
و درنتیجه می‌توان آثرا با  (‏ :2 ) -شان داد * عصر همانی (۰ ز )رای 
۱۱و ۱) است‌م‌توان آدرا با ۱ نمایش داد * برای هر (| > (یزر ) بطوربکه ه »2 
و »+ ب: عصر ۱ و را )معکوس آن نسبت‌به ععل * است و در نتیجه می‌تسوان 


آترا با ۲ (9 د) نشان داد ۰ 


(ب ) ساختمان جیری ۱« د ۷ ذ۸]۳) در 1-۲-۲ (ح )را در نظر می‌گيريم *در 
این مثال می‌توان ۱ * و * را بترتیب‌با نبادهای +و * نمایش دادود راینصورت 
دمشت ۰ 


جت م۸ : 8 چگ 

(م) 3 +() ۶ - () (3 +۴) 
0ج ۸ : ۴ 

300 مس ۴< (2()۶ ۶) 


در اینصصورت ( + د ۵و ( » و 8 ) بترتیب يك ساختمان جبری جمعی و 
يك ساختمان جبری ضربی می‌باشدد * عصر همانی (+- ذ ۸) تابعی از ۵ به 0 
است که همه عاصر ۸ را به عدد صفر درا می‌فرستد * اگر اين تابع‌را با ه تمایش 
دهیم , آنگاه : 


اجب م۸ : ه 
عد )۰ 
روشن است که برای هر ۳ ۶داريم + هو دلهاگر > ۲,آگاه 
حایع ۴-از ۸ به (] که بصورت زیر تعریف می‌شود « معکوس ۴ دسبت به عل +است* 
ج ۸ : 97 س 
(۵«)#- < (ه) (۴-) 
عصر همانی [ ۰ و چ ۸ ) تابعی از ۸ به 0 است که همه عنا صر۵را به عدد ۱در 


۲ م‌فرستد * اگر این تابح‌را با ۱ئمایش دهیم , آنگاه : 
ج ۸ : ] 


ا< (*7)2 
روشن است که برای هر ۳ ۸ 6 داريم 2۴-۴ ۰۴ کر شم ره ۲)2(3 
برای هر ۸ > آنگاه تابع ۶ از ۸ به ۳ که بصورت زیر تحریف مشود , معکوس ۴ 
ت‌به عمل * است ۰ ‌ 
نسبت به ۳ تا ِ 


ی 


در آین مثال ممکن است که احساس شوديك تضاد نمادی بوجودآمده است» زیرا که 
1 - 

قبلا" نماد" ۶ را بعنوان تابع‌معکوس تابح ۶ بکار بردیم و در اين مثال ‏ ۶ معس‌دیکش 

دارد * در چدین حالاتی بهتراست که نماد دیگری اختیار شود ۰ مثلا در این مشسال 


[ 
می‌توان‌بجای نماد ۶ برای نمایش معکوس عتصر ۸ :۶ تسبت به ععل ضرب ,از تعاد 


7 
استفاده شود ۰ 


(ج ) ساختمان ( * ذ ۵ )را در 1-۱-۲ او ) در نظر می‌گيريم * در این‌مشسال 
ملاحظه م‌شود که عمل # بر حسب عل جمع در 5 تعریف‌شده است و اگسر 
بخوا میم اين علرا توسط نماد " + " نمایش دهیم , آنگاه معکن‌است د چسار 
سر در گس شویم: زیرا که هردو ععل * و + روی (4 تعریف‌شده اند * پسس 
دراین مثال بهتر است که همان نماد " * " برای نمایش‌این عمل حفظ‌شود ۰ 

بنابراین تذکر بعداز 1-۲-۱6 را باید بادرنظر گرفتن مااحظاتی‌بکاربرده 


(الف ) ساختمان جبری جمعی ( + ذ )با عتصر هماتی ۵ را در نظر بگیرید *فرض 
کلید که * شرکت پذیر است وعا صره , م۵ در ۸ دارای معکوس هستنده 
در اینصورت نشان د هید که ۰( -) - و (0-) +(و-) ع (ط + »0)- 

(ب ) ساختمان جبری ضرین (۰ ذ ۸ )با عصر هماتن ۱ را در نظر بگیرید *فرض 
کنید که * شرکت پذیر است و عاصوه دودر ۸ دارای معکوس هستدد * د راینصور" 
نشان د هید که 22 جم) وه 9 < ۲( 9 )۰ 


حال بحض از ساختمانهای جبری خاص را که ازاهمیت زیادی برخوردارنسد , 
معرفی می‌کنیم * 


۱-0-۷ : تعر یف : 
ساختمان جبری ( * د ۶ )را يك گروه س‌نامیم , اگرداشته باشیم : 
(الف ) * شرکت پذیر باشد : 
(ب )6 نسبت‌به * عصر همانی داشته باشد : 
اج ) هر عصرخ) دارای معکوس باشد * 


1-0-۸ : تعریف : گروه (< د ۶) )ايك گروه آبلن نامیده می‌شوداگر* جابجایی‌باشده 


: مثال‎ : ۱-۲-٩ 


(الف ) (+ 4 2) يك گروه و است * زیرا که ۳ ۱ عصر همانن 
است , برای هر 7 7 , 7 - معکوس 7۱ است و + جابجایسی است 

(ب ) (ه در (۰- ) يك گروه آبلی است ز هرا که ,۲ شرکت پذیر است , ۱ عخنصر 
ماس است , برای هر ( ۰ ) - (] > »2 ء[معکوس 2 است و * جابجایسی 

2 
است ۰ 

(ج ) اگر ععل (م را روی پر2 در ۱-۲-۲ (ط) با نماد +نمایش دهیم , آنگاه 
1 +نرت) يك گروه آبلی است * زیرا که ۳ + شرکت پذیر است « [ه ] عصرهمانی 
است , برای هو .2 ]»[ * - 7[ معکوس [2) است و+ جابجایی 
اسست ۰ 

(د ) (ه ذ 5 )در 1-۱-۲ (ه )يك گروه است » زیرا که « ه شرکت پذیسسر 


تابح وی و معکوس ‏ نسبت‌به ه است * در این مثال ملاحظه م‌شود که 
عل ۰ لزیاً جابجاین نیست و در نتیجه‌گروه( ۰ ز رک)لزماًآبلی نم‌باشد * 


1-0-۰ : تمپین_ : 
کداميك از ساختمادهای جبری زیر گروه است ؟ سپس تعیین کنید کداميسك از 
ساختمانهایی که گروه است , آپلی نیز می‌باشد * 
(الف) (+د(ه؟ نا ۸۷) . 
(ب) (۰ ذ ۸#) ۰ 
(ج ) (*« ذ 2) در 1-۱-۴ (ب ) ۰ 
(د) (ه ز بظ) در 12۱-۵ ۰ 
(ه) (+ ز ) که در آن ع مجموعه اعداد زوج در است* 


(و) (داد (۸) 0). 
(ز) (۸(:0) 0) . 


(ح )(*:(۳)۵) در ۱-۱-۶ ود )۰ 
(ط ) (« ذ ۵) در ۲-۱-۱۱ (الف ) ۰ 
لی ) (۰ ذ 5۳) در ۱-۱-۹ ۰ 


۱-0-۱ : قضیه : فرض کنیم (* : ) ) يك گروه است * در اینصورت : 
( الف ) عصر همانی(* و 6) یکتاست* 
(ب ) معکوس هر عصر در 6 یکتاست ۰ 


اج ) برای هر ج ء و ربجرنه داریم : 


ع »2 چسح ۰۰« ۵ 


(الف) چین (« : )يك ساختمان جبری است, پس بدا به ۱۱۲-۷ عصر همان 
آن یکتاست ۰ 

(ب ) چون >« شرکت پذیر است , پس بدا به ۱-۲-۱۲ معکوس هر عصبردر 6 
یکتاست ۰ 

(ج ) جمله (۱) را اثبات می کنیم * فرش کنیم ۵ عحصوه همانی (د وع) وه معکوس به 


پاشسد ۰ 


( د ۵۷) بج هت ( 2 بل جع ) ب ن سید و > »0 ع< »2 ۰« 0۶ 


بدا به شرکت پذیر بودن ۷ : ۲ 
۷(« ) 2 + (ه چ< +ع) جست 


پنا به 1-۲-۱۰ : # 6 »وم چسه 
پنابه 1-۳-6 : ع< 2 «(حد 
جمله (۲) بطریق مشابه اثبات می‌شود و بعدوان تمرین است * 


جملات (۱) و (۲) در 1-۲-۲۱ (ج 5۱ قوانین حذ ف نامید ه می‌شود واز قضیه فوق 
نتیجه می‌شود که قوانین حذف دريك گروه برقرارند * 


۱-۲-۲ : قضیه : 
ساختمان ( ب< و م< ۸ ارا درنظرم‌گيريم * فرش کنیع[ ز ۸۵ ) 
يك گروه‌ی * نسبت‌به ۱* پخش باشد * در اینصورت اگر ‏ عصر همانی [ و ۸ 
باشد , آنگاه برای هر ۸ 26 داریم : 
۵ 2 2 , عد 6 ,> 2 
اات_ :؛ شان د هیم که 
۵ 6 ,>« 2.چون > < 6 2 ع » پس ( * 6 )2 < 6 2 «چون 
) * نسبت به #۱ پخشی است , پس(م» 2( 2) ع (ه >« 6) 2 
و در نتیجه داریم : و 
)۱( تن 
حال اگر (ع 2) معکوس (6 ,>« 2 تسبتبه عیل ۱ *باشد ,آنگاه دارم : 
پدا به ۰ 1-1 : (۵ ب2) ‌» م< 2) - » 
بنا به‌تصاوی [۱): ره 6 (2 پهعع)] بد ( اعد 


بنا به شرکت پذیر بودن #۱ : ( عم[ ددع 


پنا به ۱-۲-۱۰ : (۵ بد <) 6 حد 


بدا به 1-۲-6 : 6 ,> 2 < 


بطریق مشابه می‌توان‌شان داد که 6 »2 ,+« وبعدوان تمرین است* 


1-۲-۲ : تمپین _: 
ساختمان (هد و »د ز ۸ ) را در دظریگیرید * فرش کنید[ :6 ذ ۸) 


يك گروه است و * دسبت‌به * پخشی می‌باشد * اگر معکوس هر عصر ۸۵ 2 دسبت 
به عل 9۱ را با 2 نشان داده‌ شود , کابت‌کنیدکه « برای هر ۸۵ ب رع2 داریم : 


(الف ) ۳ ب< ع2 (و ب#« ۰2 
[ب ) ت ع اعد و پم )۰ 
(ج ) ع و 


۶ - 7۲-۲ تعریف : 

فرض کدیم ( *< ذ ‏ )يك گروه باشد *فرض کنیم !| يك زیر مجموعه ) باشد : 
بطوریکه تحت #۷ پسته است * در ایدصورت [ ع: و ۷ )يك زیر گروه ([ د ز 6)) 
تامید ه می‌شود « اگر ( < ء !۲ )يك گروه باشد * 


۱-1-0 : مثال : 


(الف ) (+ذ 2) يك زیر گروه , (+ « 0) است ۰ 

(ب ) اگر ‏ مجموعه اعداد وج در 77 باشد ه آنگاه (+ز ع) يك زیر گروه (+ 2)است ۰ 

اج ) (ه ذ مر5) در ۱-۱-۲ (ه)يك زیر گروه , گروه (ه ز ,م۵)در ۱-۱-۲(د ) 
است ۰ 

(د ) فرض کنیم ۱جد ز ع))يك گروه باشد * در اینصو رت ۱ *« ذ ))يك زیر گسووه 
(ج«ز 6) است *اگر ‏ عصر هماسیع باشد, آنگاه (چد ز (6)) يك زیسر 
گروه (جوذ ع) است * زیرا که( چد ز (ع))يك گروه است" 

بنابراین هر گروس لا اقل دوزیر گروه دارد « یکی خود ش و دیگیٌ زیر گرومی است که تدها 

عصرش‌عصر همانی گروه است * به این دو زیر گروه « زیر گرومهای بدیهی می‌گویند * 

اگر گروهی به غیر از زیر گروههای بدیهی , زیر گروه داشته باشد , آنگاه آن زیر گروه , 

زیر گروه غیر بدیهن‌نامیده می‌شود * مثلا" (+ د ع]) یكزیر گروه غر بدیهن (+ ز ح) 


است ۰ 


1 ۱-۲-۲ : تمرین : در هريك از بدد های زیر کداميك از زیر ساختمانهای ( عد و | ) 


يك زیر گروه « گروه مربوطه م‌باشد ؟ 
[الف ) گروه (+ز 2) را در نظر بگیریدو فرض کنید : [۰) ۸۷۵ ۷ ۰ 
(ب )گروه (+ ز )را در دظر بگیرید و فرش کنید , 4۵ ۷ ۰ 


(ج ) گروه (" ذ با ) در 1-۱-۵ را در نظر بگیرید و فرش کنید + ماد ماو 16 ار 
[د ) گروه (۰ ذ ,طا) در ۱۳۱-۵ را در نظر بگیرید و فرش‌کنيد ۱۰و رز و 46 ۰۱ 
[ه)گروه (+ ز ")در 1-۲-۱۵ (الف) را در دظر بگیریدو فرش‌کنید : 

[ ۸ ۱(هرع) 1 < ۷ ۰ 


1-۲-۷ : قضیه : 


فرض کدیم (# ز ع) یلگروه و (مد ز ۱ ) یزیر گروه (< ز 6) باشند * 
در ایدصورت : 
(الف)اگر م. عصر همانی (د ذ ع) باشد , آنگاه 6 تعهاعصری در 6 باخاصیت 
> ع 6 بر ع می‌باشد ۰ 


۱ ت : 


(الف ) می‌د انیم که » < ۵ < ۵ * حال فرض کنیم »2 عتصری در ع) باخا صیت 
6 2 2 « 2 باشد * نشان می‌د هیم که , م یر فرض‌کنيم آعر معکوس 2 باشد 
در اینصورت داریم : 
بدا به شرکت پذیر بودن * و تساوی ه 2 >« 2 : 
جع (22 > 2) +« 2 چس 2 >« »2  26(<2‏ 2 ) 


بدا به تساوی 22 «ع2 : 6 - 6 :2 هس 


پنابه همانی‌بودن > : 


بنابراین » ها عصری در است بطوریکه > < 6 « > ۰ 
(ب ) چین ‏ عصرهمانی («: ۷) است, پس ۶ -۶۴ وچون 6 ع۴: پسیدا 
به بلد (الف ), م بح ۰ 


(الف ) از ۱-۲-۲۷ ([ب ] , نتیجه می‌شود که عصر همانی يك‌زیر گروه , يك گروه , 
همان عصرهمانی گروه است ۰ 

([ب ) همانطوریکه در تذکربعد از ۱-۲-۱ گفته شد , در ساختمانهای جبسری 
معمولا" اعمال دوتاین را با نماد های +و * نمایش می‌د هند * در ایتصورت اگسر 
( + دجايك گروه باشد , آنگاه آترا يك گروه جمعی و اگر ( ۰ د ) )يك گرو ه 
باشد , آنگاه آنرا يك گروه ضربی می‌نامیم * همانطوریکه در تذکر بحدازع 1+۲ 
گفته شد , اگر ( + )ايك گروه جمعی‌باشد *آنگاه عصر همانی را با ه و 
معکوس‌هر عصر »2 در 6 را با »2 - نمایش می‌دهیم و اگرره ز ع60) يك گروه 
ضربی باشد , آنگاه عصر همانی را يا | و معکوس هر عنصر »2 در را با 2 
نمایش می‌د هیم * 


۱-۲-۸ : تمرین : شان دهیدکه زير گروه يك گروه ای يك گروه آیلی است * 


: تعریف‎ : 1-۲-٩ 

فرش کنیم (] يك مجموعه و+ و * دو عمل دوتایی روی » باشند *در ایس‌صورت 
ساختمان جبری (۰د + ز ) يك حلقه نامیده می‌شود , اگر داشته باشیم : 
(الف) (+: ) يك گروه آبلی باشد , 
(ب ) عمل » شرکت پذیر باشد , 
(ج )عل * نسبت به عل پخشی باشد * 


تذکسو؛ 
در تعریف فوق , چون ( +5/) ید گروه جمعی است: پس بنابه تذکر‌بعد از 


۱-۲-۷ عصر همانی (+ز ) را باه نمایش داده و آترا عصر صفر ۲/ می‌نامیم * 
همچنین معکوس هر عصر یر در ۲ دسبت‌به عمل + را با 2-نمایش می‌د هیم * 


1-0۶ : مثال ب 

(الف) (. و + ذ 2) يك حلقه است» زیرا که (+ و 2) يك گروه آبلی است, ۰ 
شرکت پذیر است و * دسبت به * پخشی است* 

(ب ) (.و + )در 1-۲-۱۵ (الف ) , يك حلقه است: زیرا که (بز 6) یاه 
گروه آبلی است و * شوکت پذیر است و * نسبت به * پخشی است ۰ 

(ج ) (-د + ذ ج)دد 1-۲-۵ (ب ) , يك حلقه است* اين مطلب را در زیر 
نشان ید هیم که" *شرلت پذیر است * فرش کدیم ] و9 و۴ .د رایدصور 

ج] >( +9 +۶) مسمه - ( ۸+( +۴)) بو 


وبعالوه برای هر ۵ ء ع2 داریم : 
ی هم 6 +( (3) - هد( ۴۶+9(۸)) 


بدا به تعریف + روی ۸۲۳ : هم # + (هی 3+ ۲0۵) < 


بدا به شرکت پذیر بودن + روی 0 : (۵) 8 +( )+ (۵د) ۶ 


بدا به تعریف + روی ۸6 : ۵(+) +1۵ < 


بنابه تعریف +روی ۸ : («(9+۸) +)< 


پس . (+3) + 8-۴ +(3+)و در نتیجه +روی ۸ شرکت پذیر است * بدا 

به 1-1-۱۵ (ب ) , (+ز ج۵)دارای عتصر همانی ه است و هرصر ]۸ نسیت 
به ععل * ی و همچنین با ارائه بحشی مشابه بحث ارائه شده در 
بالا برای اثبات شرکت پذیر بودن * , م‌توان نشان دادکه * جابجاین است* 

پس (+ز ۳ آبلی می‌باشد * بااثباتی مشابه اثبات‌بالا برای‌شرکت پذیسر 
بودن + , می‌توان نشان دادکه ۰ شرکت پذیر است * حال نشان مد هیم که *نسبت 
به + پخشی است »برای هر چم ۸ > ۶و ر]داريم : 


۸۵( ۶+ و۴) سمه - ۱( +9) +) سوک 


وبعانوه برای هر 2*۸۰ داریم : 


بنا به تعریف * روی م۸ : (۱/۰۱ + دج ((۸ +9) ۴( 


بدا به تعریف +روی ۸ : (ه ۶ + رس )(۵))- 
بنا به پخشی بودن , سبت‌به + روی ( : 6۵+( [)۴ - 
بدا به تعریف * روی ۸ : هم( + هن (3) < 
بتا به تعریف + روی ۸ : ( ۸ + ۶3) < 
پس ‏ ۸ + 9 ۴( +)#, بطریق مشابه می‌توان نشان‌دادکه 


۸ + ۶۶ /(8 +۴) ودر نتیجه *نسبت به + روی ج ۸ پخشی است ۰ 
پس (. ر د ز چ۸) يك حلقه است* 
(د ) اگر ] مجموعه اعداد زوج در 7 باشد , آنگاه ۵ و + ز ع) یك‌حلقه اسست* 
زیرا که (+ز <ا) يك گروه آبلی است , * شرکت پذیر است و * دسبت‌به +پخشی 


است ۰ 


۱-0-۱ : تمرین_: کداميك از ساختمادهای جبری زير يك حلقه است؟ 
(الف ) ( دج زج ) . 


[ب ) رد +ذ(ه] نا ۸۷) ۰ 
اج ) (. و + ذ پر 7) در 1-۲-۲ (ط) , که درآن *#و *بجای‌ی و 6 


بکار رفته انسد ۰ 
اد ) (.د - )که درآن " - " دمایشگر عل تفاضل است۰ 
(ه) رم , ناذرم )۰ 
او ار.د +ری ۳) که درآن *و * روی( )۸‏ بصورت زیر تعریسسف 


را )6 لا (لا-)ع لا + ۲ 


۱ 2 ۱ ۷ 
(ز ) (- :ه + و ) که درآن (+ز 6) يك گروه آبلی است و عل * روی 6 


بصورت زیر تعریف می‌شود : 
 <‏ ۸ 


که درآن عصرهمانن (+)) است ۰ 


فرض تن 
1-۲-۲ : قضیه_ :مر (.و چز ) یكحلقه باشد »در ایدصورت برای هر ء و ,2 
داریم : 
(الف) . هو ب ده هید , که درآن ه عصر همانی (بز 0)است* 
(ب ) (و <) - ع ( 24 و(2-) 
(ج ) 2 ع (9 -)(-) 


اثپسات : 

(الف )بدا به 1-1-۲۲ ۰ 

(ب ابنایه 1-۲-۲۳(الف )و لب ) ۰ 
(ج ) بدا به ۱-۲-۲۲ (چ ) * 


1-۲-۲ : تمیین_: 
فرض کنهد (۶۰ + ) يك حلقه باشد * ععل تفاضل روی (] را که با تاد 
" - " مایش داده می‌شود , بصورت زیر تعریف کنید : 
(9 -) + ع و - 2 
در اینصورت نشان د هید که * نسبت به - پخشی است , بعبارت دیثر نشان د هید 
که برای هر ۵ ء 2 و و2 داريم : 


صفحم, ۰۰ ۲۵۸ 


(2 <) - (9 ۶) - (ج -9) 27 


() -(2 ) < 2 (ه - 2) 
6 - 1-1 : تعریف : 
حلقه 2۰۱+ ژ ) را یكلحلقه یکانی می‌نامیم اگر 4 نسبت به ععل * دارا ی 
عصر همانی باشد * در ایتصورت عصر هماتی | نسبت به عمل *را با نماد ۱ نمایش 
مس د هیم و آدرا عسصر واحد ] من‌نامیم * 


1-1-0 : مثال : 

[الف) (۰و + ز 2 ) يك حلقه یکاس است * زیراکه عدد ۱ عصر واحد 7 است ۰ 

(ب ) (۰ر + ز بر ) يك حلقه یکانی است , زیرا که ( ۱] عسز وج ام ۲ 
اج ) (.ر + زر "۳ يك حلقه یکانی است* زیرا که (), ,) عصر واحد ]| است* 


1-۲-7 : تمرین _: کداميك از حلقه های‌زیره حلقه یکانی است ؟ 
(الف) (۰د+ذ). 

(ب ) (ءد ج و *) . 

(ج) (۰و+ ز(6۵) در ۲-۲۱-(و) ۰ 


([ د ) (.وج ز ع) در ۱-۲-۲۰ (د ) ۰ 


1-1-۷ : قضیه : 

فرش کنیم ۲۵ يك مجموعه با بیش ازيك عصرو (. و + ز 6 يك حلقه یکای 
باشد * در ایدصورت مد | ۰ 
اثپات : 


چون ] بیش ازيك عصیر دارد , پس عانوه بر ه عصر دیگری مانند > در ۹ 


وجود دارد , بعبارت دیگر چون ‏ بیش ازيك عصر دارد , پس 2 وجود 
داردبطوریکه ۰ -فرض کنیم ۰ <۱* چون ۱ عصر واحد ] است « پسس » بد ۰.01 
پنا به ۲-۲-۲۲ (الف)ا. ۰ هه.چین ه < | , پس ۰ <ه که‌یسسك 
تتاقض است * بنابراین ه ح | * 


1-1-۸ : تمرین _: فرض کید (۰ و + و ) يك حلقه یکانی‌باشد *نشان د هید که : 


(الف ) عصر واحد 0 یکتاست * 
(ب ) برای هر »2 داریم ‏ 

- ع (۱-) 2 ع 2 (2-۱) 
۱-۲-۹ : تعریف : حلقه (۰و + ف ) يك حلقه جابجاش نامیده می شو د , اگرعمل . 
۱ جابجایی باشد ۰ 
۰ ؟-1 : مثال : 
(الف ) حلقه (۰و+ و ) يك حلقه جابجایی است: زیرا که عمل * جابجایی است* 
( ب ) حلقه موب زر <) يك حلقه جابجایی است*زیرا که ععل * جابجایی است * 
(ج ) حلقه (. و + /) يك حلقه جابجایی است* زیرا که ععل * جایجایی‌است * 


۱-۲-۱ : تمرین : شان د هیدکه همه حلقه های ذکر شده در۲-۳1-اجابجاین 


هستلسد ۰ 


1-۲-۲ : تعریف : 

فرض کنیم (م و + : ) يك حلقه و 5 يك زیر مجمونه چ/ باشد , بطوریکه تحت 
اععال *و * بسته است * در ایدصورت ( و + زر 5) يك زیر حلقه (.و + و/) است 
اگر (. در + رو6) يك حلقه باشد * 
۱-۲-۳۲ : مثال ؛ 
(الف) (. و + ز ع) يك زیر حلقه , حلقه (۰ ر جز2) است* 


(ب ) (۰ر + ز 7 ) يك زیر حلقه , حلقه (. ر + ۳ ) است ۰ 
اچ )اد ز ما ت کم | (م ر عد)]" - 5 « آنگاه (, د + ار 5) يك زیر حلقه , حلقه 


۲ 
(۰دچ رج/) است ۰ 
(د ) فرض کنیم (ء ر + ز ع) يك حلقه باشد * در ایدصورت (.ر + ز؟) يك زیرحلقه 
خود ش است ۰ 
همچنین ( ۰ ر + د (ه!) يك زیر حلقه (۰ د سل و )است * به این دو 
زیر حلقه « زیر حلقه های بدیهی (. ر + ز 6 ) می‌گوئیم * اگر حلقه ای به نجر از 
تدحلقه های بدیهن « زیر حلقه دیگری داشته باشد , به آن زیر حلقه يك‌زیرحلقه 


غیر بدیهن م‌گوئیم * مثلا" (۱ و + ز ع) يك زیر حلقه غیر بدیهی رب حه) است* 


۱-1-6 : تمرین : 
فرض کنید. (ر+89) یحلقه و (. + ز و) يك زیر حلقه (,ر + ز 8) باشد 
نشان د هید که : 
(الف ) اگر (۰ د + ز8) جابجایی باشد, آنگاه (.د + ز 5) نیز جابجایی است 
(ب ) در حالت عوس اگر (. « + ز 2) یکانی‌باشد , آنگاه (مر + ر5) لزوماً 
یکانی نیست ۰ 
اج ) اگر (ر+ زع) و ( ر+ رک مردویکاس باشدد , آنگاه لزماً عصرو حد 
5 مساوی‌عصر واحد 6 نیست * 


۱-0-0 : تعم یف : 
فرش کنیم * و * دو عل دوتایی‌روی مجموعه ] باشند * در ایبصورت ساختمان 
جبری (۰ د+ زر ) يك هیات نامید ه س‌شود اگر داشته باشیم : 
(الف) + ز 7 ) يك گروه آبلی باشد , 
اب ) (۰: 2-۹۰۱) يك گروه آبلی باشد , 
اج )عل * نسبت به ععل + پخشی باشد ۰ 


۱-۲-7 : مفال : 

(الف) (- رد + ز6) يك میات است ‏ زیرا که («ز ۵)و (8-1۰(:۰) 
گرومهای آیلن هستندو ععل * نسبیتب به عمل +پخشی است* ۴ 

(ب ) (.د + زر ۳) يك میات است" زیوا که (+ زو ۳) و (. ز3د)-۳) کیومها 
آیلی هستند و عمل * تسبت به عمل + پخشی است ۰ 

(ج ) زیر مجموعه ۵ ور 2 | 9۷۳ +1-(0/۳ ۵ ادجدر 1-۲-٩‏ (ب ) 
را در نظر می‌گيريم *بنا به ۱-۲-٩‏ (ب ) , این زیر مجموعه تحت اعمال +وه 
بسته است * نشان می‌د هیم (- و + ِ (2۱6۷۳) يك میات است * پا پسسسه 
۲-۲-۸ (الف ) و (ب ) ءاعمال *و *روی (۷) ۵ شرکت پذیر وجابجایی 
هستند ٩‏ ۰۷۲ + ه ‏ ه عصر صفسر (بز(۵)۲۳)و ۰۷۲+ 2۱ اعنصر 
واحد (۰ 2 1۰1 - (۸6۷) م‌باشند اگر (۷۳) ۵ ۷۳۳ +د, آنگاه 

۵(۷۳-)- (<) - (۷۳ 0+ -در (6()7 است و در نتیجه هر عصر در (6۲ ۵ 
نسبت به ععل + دارای معکوس است * حال فرش‌کنيم (0- ( 606۷۲ ۷۳+ >۰2در 

اینصورت ه چ دیا ه ب بو و درنتیجه م پٍ و 2۲-۷۲ : زیرا که ۷۲ يك عد د 


لاح سس که در(۸)۳۳ قراردارده عفکو تن 
2 ۲ 2۲ 


اصم است * عصر ۷۲ 
۷۳ 8 + 2 دسبت به ععل ضرب است * بنابراین (+ ز (0۳) )و 
) : [1۰- (۷۲) ۸) گرومهای آبلی هستدد * چون * دسبت + روی | پخذ 
است « پس * دسبت‌به *روی (۱) ( پخشی است * بدایواین ( + ذ (۱۳) ۸ ) 
يك هیات می‌باشد * 


(د ) زد ز , 2) يك میات است * زیراکه( + و ,2) 9( : ([ع] )2 ) 
گروههای آبلی هستند و ععل *نسبت به عمل + پخشی است* 


1-۲-۷ : تمین_ذ نشان دهیدکه ؛ 
[الف ) يك میات يك حلقه یکانی و جابجایی است» 
(ب ) درحالت ععوس يك حلقه یکانی و جابجاین لزوماً يك‌میات نیست* 


1-1-۸ : تعریف : 

فرض کنیم (۰د + و ع) يك هیات و ] يك زیر مجموعه ] باشد بطوریکه تحت 
اعمال +و * بسته است * در ایدصورت (-ر + ز ع]) مك زیر هیات (.«+ ز])است 
اکر (-: + : ع) يك هیات‌باشد ۰ 


۱-1-۸ : مثال : 


(الف ) (.د چ و ) يك زیر میات , هیات ۰ 2 + زر (/) است* 
(ب ) (. ,+ ز م) يك زیر میات , هیات (.و+ ز(2)۳) است ۰ 
اج ] ۱.. + ز(۳۳) ) يك زیر میات , هیات (.ر + رج]) است* 


1-۲-4 تمرین : 
فرض کنید (. ر + و ۲) يك میات باشد * نشان دهیدکه برای هر ء و و بر 


اً : 
ِ««! ۰ << 2 ۷ ۰ -< 7 سس ه ع< ل[ 2 


حال میخوا میم یكرابطه ترتیبی روی يك هیات یا بطور کلی تر روی يك‌حلقه یکانس 
و جایجاین تعریف‌کنیم * برای اینکار ابتدا حلقه یکانی‌و جابجایی مرتب و هیات مرتسب 
را معرفی من‌کنیم * 


1-0-۰ : تعریف : 
حلقه یکاس و جابجاین ( 2 + ز ) يك حلقه یکان وجابجایی مرتب نامید ه 
می‌شود . اگر يك زیر مجموعه *ز از چ وجود داشته باشد بطوریکه : 
۰ و 
(الف) برای هر ۳( > ره داشته‌باشیم (ع ده روط جع 
(ب ) برای هر چ ۰ ۵ دثیقاً یکی از حالات زیر برقرار باشد ۶ 
مد 
۷-9 ه ۷ ۰ عه ی ه 
تذکسو: 


فرض کنیم (- و + زتز) يك هیات‌باشد * بدابه 1-6-۷ (الف ام( جر ۲) 


يك حلقه یکانی و جابجاس است* حال می‌گوئیم (.ر + ز ۶) يك قوات مرف انب و از 
(. د + رعر) یكحلقه یکاس و جابجایی‌مرتب باشد : بعبارت زیر مجموه ‏ ۴ 

وجود داشته باشدبطوریکه شرایط (الف) و (ب ) در 1-۲-۵۰ در مورد | و عاصر 
] برقرار باشند * 


1-1-۱ : مثال : 
(الف) (۰ ء + ز 2) يك حلقه یکانی و جابجایی مرتب است , زیرا که کافیست 
۱ جع قعه | 1 < 
(ب ) (۰ ء + ز جا/) يك هیات مرتب است , زیرا که کافیست فر‌کنيم : 
ه 6 ۳۸ ۰ ۰ | "۳ 
(ج ) حلقه یکانی‌و جایجایس (ر + زیر 22) را در نظر می‌گیريم * نشان مد هیم که 


2 د د و 2 یکاتی و جابجایی مرتب نیست * فرض کنیع که با شد در 
اینصورت زیر مجعوه بر از _ 7 وجود دارد بطوریکه در شرایط (الف) و لب ) 


1-1-۰ صدق می‌کند * چون ۱ ۱]: پس بنا به ۰ 1*۲0 (ب ) , دقیقایکی 
از حالات زیر برقرار است : ‌ 
7 116 - ۷ ۱2 


گر بر و [ 7 که پبیه 1-۲-۵۰ (ب) مع([ ۱]([ 6 
په 1-21-۲٩‏ 3 )۰ [۷]-([ (]-)((۱])و درنتیجه 7 1 / پسد رهر 


حالت ر 1[ ۱]* حال بنابه 1-۲-۰ (الف ار > (۱)+(۱]-[۲]؛ 


2 1 ۱ ۱ ۳۹ [۲]< [ ۳ ] وبااستفاده این بحث یا پااستفاده ازاستقرا 


نتیجه می‌شود که 7 1 -7] ولن ت 7 دایب [ ۱ ۱ ]- -[۱-] ود رنتیجه 


4 
خوا میم داشت ,2 > [۱] و »22 > (1] - که يك تداقض است* پس (.,+ زمر ع2) 
يك حلقه یکانی‌و جابجایی مرتب نیست * 


1-۲-۲ : تعریف : 
قرض کنیم (۰۰+ 8 ) يك حلقه یکانی‌و جابجاس مرتب‌باشد * رابطه > , بوی 2 
بصورت زیر تعریف می‌کلیم : . بر 
۷ چي اه 


۲ 1-1-0 : قضیه : رابطه تعریف‌شده روی 8 در 1-1-0۲ يك رابطه ترتیبی‌خص 


اکیداست ۰ 


اثیتات : 


فرض کنیم > ». .۱. ی بطوریکه دا > » و ع » و * در اینصورت 
رو وا 
بنا به ۰ ۵اه اس1 (الف ) 1( -ط 4 لب (-6)* ولن در حلقه 
(.د+ ز6) داریم : 
پنابه ۲-۲۲ ((-)+چو) + ل((ط-) +) <(9-0) + (9-) 


بنابه شرکت پذ یر بودن + : (به -) د (ط + (ط-)) چن < 


پنا به تساوی ه < طاچرو-) : (0 - دود < 
بنا به خاصیت ه : (-) + < 
بنا به 1-۲-۳۳ : هس << 


پس ۳ج » ۰و در نتیجه ۰ 6 > ۵6 بنابراین > انتقالسی است* حال فر‌کنيم 
6 و * در اینصورت ه ع و]-2 یا 0 عد -۵*اگر ه مب ها- و 
آنگاه دا ۵ ۲ فرض کنیم ه  <‏ -۰۵ در اینصورت بنایه ۱2-۵۰ (ب ) و 


0-۳ یا 68( - * چون 0 - وا < (ط-»)- و 


۱ 
98یا ۸۲ > »۰ - ص و در نتیجه »> یا ن ۰ پس > يك رابطه 
۱ 
ترتیبی خطیپروی ] است * 


تدکستتو: 
فرض کنیم ( ۰ + 5) يك حلقه یکاش و جابجاین مرتب باشد * بدابه ۲ 1-۲-0 
رابطه تعریف‌شده در ۱-۲-0۲ یذرابطه ترتیبی خطی اکید روی ۵ است ۰ حسال 
اگر [ رابطه همانی روی 8 باشد و ۲ ن 4 ک, آنگاه بنابه 12۳-۲۵ اج ) * 
> يك رابطه ترتیبی خطی روی ۸ است* در واقم رابطه > روی ۸ بصورت زیسر 
ط > ۰ ۷ #جسه ‏ > ٩‏ 
همچنین روابسسط< و بر را روی ؛/ س‌توان بصورت زیر تحریف کرد : 
> هط یسب با< *ه 


> 9 جسه و < ۰ 


۱-0-۴ : تمرین : 
فرض کنید (. د + ز ) يك حلقه یکاس و جابجایی مرتب باشد * شان د هید که : 
(الف ) برای هر داریم : 
و < »سس 6 2 . 
([ب ) ه < ۱ ۰ 


(ج ) برای هر 6 : 0< ۱+ ه . 


(د )برای هر »»داريم : 


( ه) برای هر :»داريم : 


ه < مت هخا ۰۸ < 0۰ 


و <ط مسب هه > 0۰۵ 
۳ 


۰0 > | مب ۰ ۸ ۰ < 0 
و 


(و) برای هر | ع رط ره : داریم : 
> جاک + جسته ‏ 06 


و 


> جه ه ی ۸ > »* 


فرض کنید (.د + : ۸ ) یلحلقه یکانی و جابجایی مرتب باشد * تابح قسدر 
مطلق روی ۸ را که با نماد | ۱ نمایش داد ه می‌شود « بصورت زیر تعریف کلید : 


۸ج ۸ : ۱| 
اگر ه < »۰ د ه 
اگر ه ‏ د ه ۱0۱ 


0 


لشان د هید که : 
(الف) برای مر ۰6 ۱2۱۶۱-۱ 6۱۱۰ >[»۱- . 


(ب )برای هر ۰,۰۲ |۱۶۱۱ عاط »| .۰ 


(ج )برای هر ۰8 |۱ط |جاع| > | اجه |. 


(د )برای هر ۸ |+| > | | ۱۱2۱-۱2 


1-0-60 : تعیین : 
فرض کنید (۰ر + ز | ])يك هیات مرتب باشد *نشان د هید که برای هر ۴ و وه 


۱-1-1 : تعریف : 
هیات مرب (.: + : ) يك هیات مرتب کامل نامیده می‌شود اگر هر زیر مجموضه 
غیر تهی از ۳ که دارای کران بالا در ] است , دارای کوچکترین کران‌بالا باشد : 
بعبارت دیگر اگر < يك زیر مجموعه غر تهی از ] باشد بطوریکه دارای کران بسالا در 
است , آنگاه شب در -/ وجود داشته باشد ۰ 


۱-1-۲ : مثال : 

(الف ) هیات مرتب (.:+ ز ٩‏ ) يك هیات مرتب کامل است * این مطلب را در فصل 
بعدی اثبات خوا هیم کرد * 

([ب ) هیات مرتب (.د+ و 9۵) يك هیات مرتب کامل نیست * زیراکه مثلا مجموعسه ؛ 


۱ ۲۸ ۸ وچ« ۸ ۰۵| «] <( يك زیر مجموعه غیر تهی از () است ودارای 


کران بالاست (مثلا" سل يكکوان بالا برای * است )+ ولی < اما در (۸) وجود 


ندارد * در واقع ۳ ۷ )ر #0 که در ۴[ قرار دارد * 


1-۲-۸ : قضیه : 

فرض کنیم (۰« + ز ) يك هیات مرتب کامل باشد * در ایدصورت هر زیسسسر 
مجموعه غر تهی از ] که دارای کران پائین در ۲ است, دارای بزرگترین کران پائیسن 
در ] می‌باشد * 


ابات : 
فرض کنیم ‏ يك زیر مجموعه غیر دهی از 7 است بطوریکه دارای کران‌پائین‌در ۲ 
است * نشان‌مسسی د میم که »2 ره در ۱ وجود درد * تعریف م‌کنیم * 


مب 


چون + دارای کران پائین است, پس ۳ > + وجود دارد بطوریکه »2 > * برای هسر 
۷ ۰2 دراینصورت‌بنا به 1-۲-۵۲ (ه] ,یه > ص برای هر مد مزر 
و در نتیجه :- يك کران‌بالا برای مجموعه « - است * چون (., + ز ) يك هیسات 
مرب کامل است , پس («-)مند. در ] وجود دارد * نشان می‌د هیم که 

(-) نیز - - کر مه فرش کنیم < > 22 در اینصورت «- ۶ 2- ودر 
نتيجه ۲*۱ - اند 2 وبا به ۱-۲-۵۲ (ض)ه (۱* - ) رنب - و پس 
(< -) مره -يك کران پائین برای * است * حال فرض کنیم ۲/ع ط يك کسران 
پائین * باشد , یعتی برایی< > 2 , داشته باشیم ع< > * در اینصورت بنا به 
1-0-۲ [ه ) ,زو - برای هر ۷ 2 و در نتیجه ط -يك کران بالا برای 
* - است * بدایراین ط - >(۷<-)صند وبنا به ۱۰۲-۵۲ (ه), اش وف 
بنابراین ۱ *-) نب - بزرگترین کران بالای ۲« است و در نتیجه (<-)مم<-2مد 

از 1-۲-01 و 1-۲-0۸ نتیجه زیر را داریم : 


: نتیجه‎ : 1۱-0-1٩ 
فرض کنیع (- : + ز ]) يك هیات مرتب کامل باشد * اگر * یك‌زیر مجموعسه‎ 
غرتهی‌از 7 باشد بطوریکه در ] دارای کران‌بالا و کران‌پائین است: آنگاه‎ 

2 مسر و 2 مه در 3 وجود دارند ۰ 


یکی ازموارد مهم در مطالعه ساختمانهای جبری, مقایسه ساختمانهای جبسری 
است, بدین صورت که ساختمان جبری مورد مطالعه را با يك ساختمان جبری شناخته 
شده مقایسه م‌کنیم و تحقیق م‌کنیم که ساختمان جبری مورد مطالعه کداميك ازخوا ص 
ساختمان جبری شناخته شده رادارد ‏ البته یکی از روشهای مقایسه دو ساختمان چرک 
روش تساوی است * بدین صورت که می‌گوییم دو ساختمان (پرعد ...۴:۰۰ :)و 


(ر پر .... د 4« 0 ) با هم مساویند اگر ۵ < ۸ وبرای هر 
( واه وت ۷ این روش مقایسه يك روش بدیهی استو از اهمیت چند ای 


برخوردار نیست ۰ در این قسمت د و روش مقأیسه دیگر برای ساختمانهای جبری بیان 
می‌کنیم که بسیار مهم می‌باشند * 


(الف اتابع 6 ح-ر: ۶ يك ممریخی از ساختمان (چم»«د 
د 3 ز8) نامید ه می‌شود اگر برای هو ( بر 
برای هر خ ع ژد 2؛داشته باشیم : 
۱ ۴ ۰۰ (2) ۴ ع و + <) ۲ 

بعلاوه اگر ۴ يك تابع‌پوشا باشد , آنگاه ساختمان جبری (بر ...رز ز8) تصویر 
همریخت ساختمان جپری (پرع( و۰ د ۳ : ۸ نامیده می شود ۰ 
[ب اتایع 8ج ج ؛ ‏ يك یکریخش از ساختمان (پر<د..-. ود زظ۸) بسسه 

ساختمان (تد: ....و ,نب ز3) نامیده س‌شود اگر ۶ يك تابح د وسوین و يك‌همریخشس 
باشد * اگر يك یکریختی از ( بر« و....- 


یکرپخت است و می‌دویسع ( .و دز د 
خلا صه می‌دویسيم 8 ع بر * 


[ الف ) از تعسریف فوق روشن‌است که هر یکریخش يك همریختن است* 

(ب ) اگر ساختمان جبری ( برد ۰۰۰ د ,< زه) با ساختمان جبری (ربر...ه مر ) 
یکریخت باشد , آنگا » مس شود گفت که این دو ساختمان جبری یکسانند * پبدیسن 
معنی که توسط یکریخش که و > زه) به ( هه ...۰ ور وق) 


وجود دارد م‌توان هر خاصیت ساختمانی ۱ پر و ء بو رخ اراس 

( ی« ۰.۰« 8 ) متقل کرده و بالعکس * در واقع می‌شود گفت که ساختصان 
[ و ۰ وت 82 ) همان ساختمان چپ > ۰۰ ۰۰د,< ز۸)است با اين تفاو ت 
که اساصی عتاصر 8 واسامی اعمال دمتایی روی 8 با اسامی عناصر ۸ و اساس اععال 
دوتایی روی۸ يك سان نیستند ۰ 


۱-۲-۲ : قضیه : 


فرض کنیم ها ای هی و8 )و( ید و ت<زت) 
سه ساختمان جبری باشند ۰ در اینصورت د اریم : 
(الف ) ۸۵ 2 ۸ 
۵ 82 <«حد 6 ع ۵۸ 
2 و جبست ۰ 2 5 ۸ 2 ۸ 


(الف ) تابع همانی پم <روی ۸ را در نظر من‌گیریم و نشان می‌د هیم که يك یکریخش از 
/ پر >« ر ره دب خن به [ رای ...ی عو و ) است بنابه ۲-۲-۲ 


(ج ۱ تابع پا دوسوین است و بعالوه برای هر (مرو...... 0 و1۱ ۹۹ 
۸ لارع2 داریم : 
(و) هد را و او )بر 
پس پر يك یکربختی است ود رنتیجه ۵ 2 ۵ . 
(ب) ‏ فرش‌کنيم ‏ 8 2 هد راینصورت يك یکریخش از(۶۰۰۰9,* ۵) به(و ...ود 8) 


مانند وجود دارد *خون 8 ج- ه  :‏ يك تابع د وسوبی است , پس‌بنا به :۲ ٩‏ 9 ۲ ۰۲۶۲ ۲ 


۲ 2 7 
(الف ا, ۸۵ ج- 8 : + يك تابع‌دو سوبی است *فرض‌کنيم ‏ 8۵ پر ع2 *د راینصورت 


ی پوتاشت یو ۵ > زار 2 وجود د ارند بطوریکه (۴)2 ید ر ( و ) + ّ 
/ ام 2 7 

ودرتیجه (م) ۴ دید و (و) ۶ «حال برای‌ هد [ور...را] ع 

داریستم » 


روک (عج) ‏ سد ( و 2 >2) ما 
6 
۱ / رن ار و 
و بل 2( )۴ 
ت اه 
رم ۶ پعد (2) ۶ دج 
۱- 
بنابراین ۶ يك یکریختی استو در نتیجه بر  <‏ ۰ 
(ج ) فری کنیم 8 عد بخ و ) 2 ۰۵ در اینصورت يك یکریختسی ۶ از 
[ پر .۰ و موز ) به [ برد و ... ...9۰ ز8) ويك یکریخش ل 
و 2 ]به وت ی دی ) وجود دارسد؛, 
بدا به -۱۲-۲ تابع 37۶ يك تابع دوسویی از بخ به ) است * بعلوه برا ی 
هر( و.... وا ۵ ت با ویر داريم : 
بدا به تذ کر بعداز ۲۰۱-۸ : رای ) )3 ( «< 2( 8۰۴) 
بدابه یکریخش بودن ۶ : [ کر 
بدابه یکریخش‌بودن 8 : (( 6 >« (۶۵0) 3- 
بلا به تذکر بعداز ۲-۱-۸ جوا (گه )>( و)ع 
پس 10۴ يك یکربخش است و در نتیجه ‏ ) 2 ۵ ۰ 


۱-۲۰-۳۲ : مثال : 


(الف ) فرض کنیم 


2-1 

حال‌ساختمانهای جبری ( -د )"۱ ۰ و ) را در نظر من گیریم ؟ نشان‌مد هیم که 
با هم یکریختتد * تعریف س‌کنیم : مج مج + 
(بم) #۴ 


داریم : 
۲ 


۱ ( + مس ند 
( 0 6۳ ع 
() ۲ (س) ات 


۲ ِ تب ۱ 
پس ۶ يك یکریخش است و در نتیجه مر 27 ) 2 دز جم )۰ 


(ب ]) ساختمانهای جبری (۱ + 1۸۷۰و( < ز 27 را در نظر م‌گيريم * تعریف 
۳ راجت مج + تا 
() 7۴ 
در اینصورت ‏ يك همریختی است * زیرا که برای هر /۸/ ع بر 777 داريم : 
و اعد( + ۲ ) ۴ 
رس مر د (مو) اعد 
بنابراین ۶ يك ممریختی از (+ ذ ۸) به دز 2) است* 
(ج ) ساختمانهای جبری (۰ « + (-2او(۰د + ز )را در نظر م‌گیریم * 
از اجب 2 ۶ 
مد عد (م ۶ 
در اینصورت ۶ يك همریختی است * زیرا که برای هر 27 ۰ ,۱77 داریم : 
ب«چ مود ع (مج + سم 


< ۶ (۴ )( 


و اعد (موبسی) ۶ 
() ۶ () ۶ 


صفحه : ۲۷۳ 


بسن گ یك همریکش از[ : درچ و 2 )پم ( ۰ و ج+ زر 92 )است۰ 

(د ) ساختمانهای جبری ( ۰ و + و 2 )و( ۰ «+ ذپر 27 )را درنظر می‌گیریم * 
و ۱ ۱ 
باقیمانده تقسیم بر برمر < (*<) ۶ ۱ 

در اینصورت با استفاده از آلگوریتم تقسیم در که در 1-۱-۲۸ [د ]درباره ۱ 

آن صحبت شد , می‌توان نتیجه گرفت که ۶ يك همریختش است * همچدین ۶ريك | 
تایج‌پوشاست * در اینجا از دوشتن اثبات این مطالب صرفدظر می‌کنیم "پس‌عی‌توان, ۱ 
نتیجه گرفتکه ( ۰ د + زیر 2 ايك تصویر همریخت ( ۰ ر چ ز ما است* 

( ه) فرش کنیم ,| مجموعه همه گزاره نما‌های يك متغیره با متخیر ع2 وبامجمومه .| 
ان دما هو و 2 : 

را در نظر می‌گيريم * تعریف م‌کنیم : ۱ ۱ 
۳۲ ۲) ۲ ۱ 

که در آن "] مجموعه جواب مزا است * در اینصورت ‏ يك همریختی است *زیرا ۱ 

که برای هر ی > پر ری با مجموعه های درس ] و ۸ داریم : ۱ 


بدا به ۱-۲-۱۱ (الف) : و نم رو ۷ظ) ۶ 
ا 0 

۳۸ 

بنا به ۱-۲-۱۱ (ب ) : 9 ( ۸۷ )#1 


بدا به تحریف ۶ : (مق) 0۴ (۳) ۴ ح 


پس ۶ يك همریخش از (۸د ۷ : 9 ) به (رلاز (3۵)) است* 


۱-۳-6 : تمرین ۱ 
[الف ) فرش کنید ۱ ۰ د 62 )يك گروه آبلی باشد * نشان د هید که تایع گ که بسة 


تست ] 


زیر تعریف می‌شود « يك یکریختی از (۰ , )یه خودش‌است * 
یه 
(مج) ۴ 
(ب ) فرض کنید (۰: + ذ 2 ) يك‌هلقه باشد * نشان دهیدکه تابع ۴ که بصور 
زیر تعریف می‌شود , يك همریخ از (۰ رج ر 8)به خودش است ۰ 
و 
ه ع () ۴ 
اج ) ساختمانهای (۰ر + ذ ۳ )و (۰۰+ ذ ۳] )را در نظربگیرید * تعریف 
ید حج ج : 4 
(رعج) < همم ۴ 


ی 


است ۰ 


1-۲-۵ : قضیه : 
ساختمانهای جبری (< ۸ )و ( >« ذ ۵ )را در دظر می‌گیریم و فسسرض 
م‌کنیم 8 <-۸ : ۴ : يك همریخش پوشا از [ « ذ ۸ ابه ( < د 8 اباشد , 
بعبارت دیگر فرش مي‌کنیم ( ** 3 8 ) تصویر همریخت (< ۸) است * در اینصورت : 
(الف ) اگر  (‏ : ۸۵) دارای عصرهمانی باشد , آنگاه ( >« ۶ 6 ) نیز دارای 
عصرهمانی استو بعادوه اگر ع عصر همان ( < ذ ۸۵) باشد , آنگاه(۴)۵ 
عصر همانی( # ذ 8)است * 
(ب )اگر ( * ۶ ۸ ) دارای عصر همانی باشد و ۸ 2 دارای معکوس باشد , 
آیگاه 8  )*(‏ دارای معکوس است و بعلاوه اگر ۸۵ 2 معکوس به 
باشد , آنگاه 8 (6 معکوس () ۲ است* 


(د ) اگر< جابجایی باشد , آنگاه ُ جابجایی است* 


[ الف ) فرض کنیم ( < ذ ۸) دارای‌خصرهمانی > است * نشان مد میم که( ز 2 ) 
۸۵ 2 وجود دا رد بطوریکه (2) ۶ 8* در اینصورت داریم : 
بنا به تساوی4)ع  <‏ ؛ ری و( ۴ ری ۴ 


بنا به همانی بودن > : 


<-  )<( 
<< 


بدا به تساوی (*)۴ دم : 


بطریق مشابه می‌توان نشان دادکه 8 < (۰۱) ۲ د 4 و درنتیجه  )6(‏ 
عصر همانی (<2 8)است ۰ 
[ب ) فرش‌کنيم 6 عضر همان(« ۵)است *پس بنا به بند (الف) « (6) ۴ عصر 
همایی («ذ 8)است *چون "ه محکوس »2 است , پس داریم : 
مجح 0 هد که وه 
و در نتیجه ری ۴ ) گاع (گه ع )۴ 
حال چين ‏ يك همریخص است: پس داریم : 
۱ (۰) ری لد (تمه) ۴ هید (مع) گ 
بتابراین (ه) * يك معکوس (»)/ است * 
(ج ) فرض کنیم 3,8 د ,ود ۰ در اینصورت چون ۶ پوشاست ۰۸ چ و 9 2 وجو د 
دارندبطوریکه (2) 2 ۰2 ( ۴ - ,وو (2) ۶ > ,2 بنابراین 


داریسم : 3 
بدا به تصاویهای فوق : (و ۶ رن م۶ ۵02 2) 
بنا به همریختی بودن # : رو رب« (و ین << 
بنا به همریخت بودن گر : (2 ۰(  ))۷‏ 
بدا به شرکت پذیر بودن >« : (( ود ) یج زد 


بنا به همریخش بودن ‌ِ:  )«3(‏ 2(۷) لا 


بنا به همریختی بودن ‏ ۶ : ((۶)9(«4*)2) بُد صد) #- 
بدا به تساویهای فوق : (21 )2 
پس « شرکت پذیر است ۰ 
[د )توسط ابباتی شابه اثبات‌بند (ج ) , م‌توان از جابجایی بودن د , جابجایی 
بودن « را نتیجه گرفت * بعنوان تمرین اثبات این بند را بدویسید ۰ 


1-۲-1 : تمرین : 
[الف ) فرش کنید 2- يك همریخش از ساختمان جبری (* ذ ۸ ) به ساختمان جبری (#«8) 
باشد * نشان دهیدکه زیر مجموعه ۲۸ 7< ۴ مر از 82 تحت صل د بسته 

است ۰ 

(ب ) فرض کنید ۴ يك همریختش از گروه (< ذ 6) به گروه ( : ۵)باشد * نشان د هید که 

*: ۶]6) يك زیر گروه (* > است* 

[ج ) فرش کنید ۶ يك همریخش از حلقه (۰ « + 5) به حلقه ۶۵ + ذ) باشدنشان 
دهیدکه ( + ز ۲87 ۶) یزیر حلقه (۰د+ ز ]) است* 

( د ) فرش کنید ۴ يك همریخش از هیات (.«+ ز ) به هیات (۶۰ + ) باشد‌شان 
دهید که (۰د د و [ ۴ ] ۴) یلازیر هیات (9۰+ ز ۴)است» 

[ه) شان دهیدکه گروههای (۰ ز پ5) و ( زو .2) نی‌توانندیکرپخضست 


باشنسد ۰ 


1-۲-۷ : تمپیف : ساختمادهای جبری وی و )و .ورد ر8) 


را در دظر م‌گیريم * می‌گوئیم پر ...یز ) در ( مر جر.... لزق محاط 
م‌شود اگر يك همریختی يك بيك از (پر<ه وقه) بپورد ...برع ) 


وجود دا شته باشد ۰ 


تذکسو : 


فرض کنیم که ساختمان جبری (ور و۰ ۰ ۰-- و ۷ زه)در ساختمان جبری( در ...و مدز8) 


صفحه : ۲۷ 


محاط می‌شود * در اینصورت تابع‌يك بيك 8 .۵ + وجود دارد بطوریکه ۴ یسك 
همریخی است * بنا به 1-۳-۲ (الف اه (بر ید .۰و« ز([۸] ۴) يك زیر ساختمان 
جیری (, « در ۰ و ی« ز )است * چون تابع #از ۸۵ به [۸ ] ۲ پوشاست و بنابسه 
فرش يك همریختس يك بيك است: پس ‏ يك یکریختس از (پر6ه و.. ۰۰۰۰ و >« ز) بسه 
مب و جوز (۵] )ی باشد و در نتیجه ‏ ۸ ] ۰۸۵2۶ پس نتیجه می‌شو 
که ساختمان جبری (پنلد ...۰ وج ز ۵ ) در ساختمان جبری ( پر ...رز ق) 
محاط می‌شود اگر و فقط اگر ...۰ . رح ز ه) با يك زیر ساختعان جیسسری 


۳ ۳ ۰ 
۱ ور ری « و رج ره یکریخت باشد ۰ 


۱-۲-۸ : منال : 


( الف ) ساختمان جبری (+:۸۷) در ساختمان جبری (ج: -2) توسط همریخشس يك بیسك 
72 ۸۷ < ۶ بطوریکه 77  )۲۱-‏ برای هر ۷ 7 « محاط می‌شود * 
(ب ) ساختمان جبری (۰ د + ز )در ساختمان جبری (. ر+ ز 0) توسط همریختسی 
يلبيك 1ج 2: ۶ بطوریکه ‏ <(3) برای هر 4 7 محاط سی‌شود * 
(ج ) ساختمان جبری ۰+ < ۳ ) در ساختمان جبری (. د+ 0 ) توسسط 
همریخس يك بيك ۳ که بصورت زیر تعریف می‌شود « محاط م‌گرد د * 
۳ و (] + لد 
(ه و عه) ع (2۶) ۴ 
بنا به‌تذکر بعداز ۱-۲-۷ ۰۱ددز )با (. ر چ ز [] ۴) یکریخت 
است » در اینجا توجه م‌کنیم که : 
» 


۳ دادری | - "1 ] 


(د ) ساختمان جبری (پیی. .۰ . د رح ز ش) در خود ش توسط تابح هماتی روف ۸۵ که يك 


همریختشی يك بيك است و محاط من‌شود ‌ بنابراین هر ساختمان جبری در خسودس 
محاط می‌شود ِ 


1-۲-٩‏ : تمرین : در هريك از بند های زیر دو ساختمان جبری داده شده اند * تعیین 


کنید که آیا می‌توان‌یکی را در دیگری محاط کرد * 
(الف ) (. ود و ) و (<- دج ز 6[ ) ۲ 
(ب ) (ء دج ز )و ردول . 
اج4 9 دیف) رِ ( 4 رب تش). 
۵ (ه دم5) د ره ز ,)۰ 
(ه) 


۱-۳۱4 : تمریین_ 
بشان‌د هید که اگرساختمان جبری ( بب۷ و ون ذ۸) در ساختمان جپسسسری 
رپ د .و ر3 ) و ساختمان جبری (ر تن ر....ر #ر8) در ساختمان جپسری 
...دز 6) محاط شود , آنگاه (بچه وه «ن۸)در برد رگینی) 


محاط می‌شود 3 


1-۲-۱ : تمرین : 
حلقه یکای و جابجاین (۰د+ ز) يك دامنه صحیح نامیده می‌شود « اگر برای 


هر > ن و داشته باشیم : 
نع ژ ۷ ۵ ع 2 جسد ه << | 2 


مثلا" (۰« + ز 7) يك دامده صحیح است * 

(الف ) آیا (. وج و 727) يك دامنه صحیح است؟ 

(ب ) آیا ار < ) يك دامنه صحیح است ؟ 

اج انشان د هید که هر میات يك دامنه صحیح است ۰ 

اد )فرش کید (دد ز )و ( دج ز ])دوحلقه یلیخت باشند * شسان 
دهید که اگر (۰د+ 8 ) يك دامنه صحیح‌باشد , آنگاه 3 + زج ) ديزيك 
دامنه صحیح است * 


در ۲-۲-۲۹ تعریف‌کردیم که حلقه (۰< + : 6) جابجایی است اگر سل * 
جایجاین‌باشد و مثالهایی را که تاکلون برای حلقه ارائه کرده ایم , جابجاین بوده اند . 
حال‌با استفاده از همریخی ها مثالی از یك‌حلقه غر جابجایی ارائه م‌کنیم * 


1-۲-۲ : متال : 
گروه آبلی (+ ز 10 ) را در دظرس گيريم * فرض کنیم ( 7[[) ۲] مجموعه همه 
ممریخش ها از (جز ۲) بخودش باشد * روی ( /) ع] دوعل +و * را بصورت 
زر تیه ی ۳ : 3+ ۶ 
(لد دع) و + ( اد ع) ۴ ( دع) (+۶) 
:3 
((یمی) 3) ۶ < (و:ع) (۶3) 


در واقعءمل ضرب تعریف‌شده در ایدجا همان عل ترکیب توابح‌است * البته بایدشان 
داد که 8 ] و 8 ۶ دد (3) ] قزار دارند * یعس باید نشان دادکه و +۴ و 3 
دو ممریختی از (د + () بخودش هستدد * در زیر شان م‌د هیم که 5+ ۲ یسك 
همریختن است * 

بنا به تعریف * روی 


رب رک جوم (وج») ای +صی)(۴۰۵3) 
بنا به تعریف + روی(1)ع: ( 3 + د6+) 3 + + ور جبه) ۶ < 

تایه صریف+ری ‏ ۳ :(۱ +( )3 +((9 عم (وی) ۶ < 
یز م) 9 (3 6 3) +(( 3 د<) ‏ +(و ری #) < 


بنابه شرکت بذ سروجا جائی : " (( شم و +( یی )+( درت) 9+ (دا نع ۴) > 
نودن ۲ ره‌ی ۳۳( ۲ 4 
تایه تعریف + ی ( 0 + ال ری (و +ع) جرد دع)( 9 +۶) < 


پس ()2 * 3 + ۶ بااثباتی‌شابه اثباس که در 1-۲-۲ (ج )ارائه شد , می‌توان 
شا ن دادکه (1۳) 9 ع. در اینصورت (:« + ((۲)) ع) يك‌حلقه است ۰ این‌مطلب 
را بعدوان تعرین نشان د هید * حال اگر تابع ج-(): ۶ وتایج جج: 3 
بصورت زیر تعر یف‌کنیم , آنگاه ۶ «و‌در (۳) 2 قرار دارند ۰ 


, (ه و و +  )2‏ رو دع9) ‌ 
رود ماع رو دع) ۶ 
زیرا که داریم : 
( + یه کرد مگ (( وه )+ (وی<)) ۶ 
(ه و و ود هچ عم) س 
(ه وج نج ج (م را عم 
( وک ۴ج ( لا وعد) ۴ 
1 ( و + و و 2 دی و - ((و رنه) ج(ودع)) 3 
( + و ره) < 
( یار ه) + (واده) س 
۱ ( و وه) 2 ج رو دید) 9 
پس رد ) ] ٩6‏ رد۶ بعلدوه 9۶ سب ۶۵ زیرا که مثلا برای > (ادی 
داریم : ۲ 
(ه و 6 (اوی) #۶ < (۱۱ده) ق) ۴ ح (ادی (9 ۴) 
۳ 


(ره) < (ه و۱) آم < ((۱دی ۴) << (۱ره) ( 2۴ 


پس ‏ 3۴ ع< 2 ۴ ودر نتیجه حلقه 2 و + ! (۳) 5) جابجاین نیست» 


1-۲-۳ : تعریف : 


فرش کنیع امه و .... دز ) و اپود.... و ز 5 ) دوساختمان جبسری 

و > و > بترتیب دورابطه ترتییی روی ۸ و 2 باشند ۰ 

(الف )تابع 8ج ۸ : ۴ يك هصریخش از ساختمان جبری(مر* :۰.۰۰ «,*< زه) با 
رابطه ترتیبی > به ساختمان جبری ((بر ...و دز ]) با رابطه ترتیبی ی 

است , اگر ۴ يك همربخش از ساختمان جبری (#د....:,:*(۸) به ساختعان جبسسری 
( ...و (3) باشد ویعلاوه برای هر _ جر ع پٍرعد داشته باشیم : 

سب « 6 (می ۴ج و > 2 

(ب ) تابع .سم يك یکریخش از ساختمان جیری( بدر.... و خن ۸ ) بارابطه 
ترتییی که به ساختمان جبری ای و مره ) با رابطه ترتیبی ِ است , 
اگر ۶ يك همریختی از ساختمان جبری(چ در ...ی« ز۵) بارابطه ترتییی > به 

دم ر8) با رابطه ترتیبی > وبعلاوه ۶ يك تابح 


1۲-۶ : مثال : 


[الف ) یکریخش ۴ در 1-۲-۲ (الف ) را در دظر م‌گیریم * اگر رابطه ترتیبی کوچکتسر 
یا ساوی بودن اعداد را روی 7 وج در نظربگيريم , آنگاه برای هر 7,2 


داریسم ؛ 
ِ 37 2۷ 
(«) ۴ >(س وت ۱۰> ۱۰جسد ۲ > 77 


پس ۶ يك یکریخش از (+ ز2) با رابطه ک به (ء ر )با رابطه > است» 


یه (+ ر2) با > است* 
اج ) سا ختمانهای (۰ دج زو (۰ ر چ ز])را درنظر س‌گيريم * رابطسه 
کوچکتر يا مساوی بودن اعداد » یک را روی (/] در نظر م‌گیریم * حال رابطه که 


کف , 
را روی ۲ بصورت زیر تعریف س‌کنیم : 
و > ود > 2 چسحه ( ود 2) >( ر 2) ۰ 
در اینصورت مانند 1-۲-۲۱ (الف ) , می‌توان نشان‌دادکه > يك رابطه ترتیبی 
-- 
جزین روی ۴ است * حال تابع ۴ در 1-۳ 3 ۱ , پك همریخش از ( دج ر۳) 
با > به (.رج+ز/)یا > است * زیرا که برای هر 8 ع و, «:داریم : 


دون اک (ع) ۴ چت (مرق) > (۰رع<) چست 9 > 2 : 


(د )ساختمان (+ , 227) را در نظر می‌گيريم *بنابه ۱-۳-6 (الف), تایسیع 
جب جح : ۶ بطوریکه 2 - <(<): برای هر 7 ت »2 , يك یکریختی 
از (+ ز 2) به خود ش است * حال اگر رابطه معمولی یک را روی 22 در نظر 
بگیریم آنگاه گر يك یکریخش از (< ز <2) با > به خودش دیست *زیرا که مشسلا" 
برای حم ‏ ؛و۱,گزاره زیر نط است : 

( > ۱ #جس. ۲ > ۱ 

چون ۲ > ۱ درست‌و (۴)۲ > (۱) 7 ظطاست * در اینجا ۱--(۱) ۴ و 
۲۳--(؟) + ۰ 


1-۳-0 : تمرین _: 
مجموعه مایخ و 8 وتابع 8ج : ۴ را دردظر بگیرید * تعریف کلید : 
(9)ط جت. (۵) هل و 
2۶ («) 8 
(الف ) نشان دهیدکه 3 يك همریخش از ساختمان جبری ( نا ز (2)۸)) با رابطسه 
ترتییی > به ساختمان جبری ( لا ,(2)8) بارابطه ترتییی ‏ است" 
([ب ) تحت چه شرایط 9 يك یکریخش است؟ 


ساختصان اسداد 


تابحال در فصل های پیش از ساختمانهای مختلف اعداد و خواص آنها بطسور 
ی 
آزادانه استفاده کرده ایم * در این فصل با غرض وجود اعداد طبیعی سایرد ستگا هها 


اعداد ر می سا زیم ِ بدین‌صورت که با استفا ده از اعداد طبیعی « اعداد صحیح وسپس 
با استفاده از اعداد صحیح اعداد گوپا را می‌سازیم ۲ همچنین درقسمت آخر این‌فصل 


با استفاده ازاعداد گوپا اعداد حقیق را خوا هیم‌ساخت * در این فصل ملاحظه خوا هیم 
کرد که با استفاده از تعداد کمی‌اصول میتوان همه خواص د ستگا ههای اعداد رابد ست 
ی 


۷-۱ : اعداد طبیعصی 
ی 
دستگاه اعداد طبیعی ۱, ۲, ۳, ۰۰۰ نقطه شروی برای ساختن سایرد ستگا هها 
اعدادمی‌باشد * برای بیان دستگاه اعداد طبیعی پآدو ریاض‌دان ایتالیایی در اواخسر 
قرن نوزد هم اصولن ۳ ارائثه نمود که بدنبال نام او به اصول پآنو معروفند ۴ در این‌قسمت 
مااحظه خواهیع کرد که باداشتن این‌اصول می‌توان همه خواص د ستگاه اعد اد طبیعی را 
که تابحال بطور آزادانه از آنها استفاده کرد ه ایم , بد ست بیاوریم * 


اصول پآنو: 
فرض کنیم يك مجموعه ۸۷ و يك تابع دم روی ۸۷ وجود دارند بطوریکه : 

(الف ) 4 پوشانیست , بعبارت دیگر عحصر ۸۷ | وجود داردبطوریکه 7(#۱)دبرای 
هر / ۱ 


[ب ) د. يك بيكاست , بعبارت دیگر برای هر ۸۷ 7۲, اگر (سی «< (مه)ده 
آنگاه 7 ع< 0 ۰ 


(ج ) اگر !۵ > 5 بطوریکه 5 ء ۱ وبرای‌هر ۷ > ۰ 5 77 نتیجه بد صد 
که 6 ۱:)ه , آنگاه لد گ ۰ 
بعدا خواهیم دید که اصل (ج ) , همان استقرا ریاض‌است که قبلا در فصل (در 


مورد آن صحبت کرد یه * 


۷-۱-۰۱ : قضیه : 


اگر ۷ ع 2 و ۱ 2 21 , آنگاه عنصر یکتای 4ج > 7 وجود داردبطوریکسه 

(س ه ع دم ۲ 
اثبات : تعریف م‌کنیم : 

ام دب برای يك ۸۷ > 77 ۱۷ < 9 ع 7 ۳ ۹ 
در اینصورت بدا به‌تعریف 5 ,5 6 ۱ * فرض کنیم ۸۷ 6 (7 و 5 22 * دراینصو" 
۱- 7 یا /( 70 وجود داردبطوریکه () 2 < 7 ۰ اگر 7۲-۱ آنگاه (۱)--((7  )‏ 
و چون ۷( | « پس 5( ۲ اگر (<) ددع ۰۱۲ آنگاه(ررم) )2 ع(م) ره 
و چون ۸۷ (7) «ه رپس 5 ۰ (2) 2 *بتابراین در هر حالت 5 ع (000. 
آنگا ه عنصر #۸۷ 2 وجود دارد بطوریکه (<) د < ۰27 حال برای اثبات یکتاین 2 


فرنن کنیم ۷ ۷۷ نیز وجود دارد بطوریکه (سب) رع ۰۲ در اینصورت(() م <(۲۴) 2 
و بنا به اصل (ب ) از اصول پآنو, بر << 71 *پس 77 یکتاست ۰ 


تست 
( الف ) از قضیه فوق نتیجه می‌شود که | تنها عنصر ۸۷ است که دربرد تابع و قرارنداز 
بعبارت دیگر 2-۸۷-۱۱ م۰ 


(ب ) با استفاده از تصریف با زگشتش که در تذکر بعداز ۲-۱-۱۲ در مورد آن صحبت 


کردیم , اعمال جمعح و ضرب روی /۸ بصورت زیر می‌شوند * 


2-6 تعریف : برای هر ۸۷ ۰ ۱77 تحریف م‌کنیم : 

(الف) (س‌د ع اجوووو (ص دس ددع( +7 برای هر ۷ 6 ۰۲ 

(ب ) مرو اج 7و و مر عم مر برای هر ده 
ممانطوریکه ملاحظه می‌شود , تعریف فوق يك تعریف بازگشتی است؛ بدین صورت 

که مثلا برای جمح « ابتدا 7+۱ را تعریف‌م‌کلیم و سپس (۱) + 70 را تعسوی_ف 

می‌کنیم مساوی (۱ + ۹ سب باشد و بهمین صورت د امه می د هیم ب‌ 


تذکر: 


بنا به ۷-۱-۲ برای هر بز/ 6 ۲ و دارم +204 ( 7 ۸ ۰ پس‌اصل (ج ) 


در اصول پآنو را ‌توان بصورت زیر بیان‌کرد : 
" اگر 20۷ 5 بطوریکه 5 > ۱ برای هر 4( 7: 6 ت 2 نتیجه بد هد 
5 > سر , آگاه لا "۰ 


این جمله همان استقرا ریاض است‌که قبلا در فصل ۱ در مورد آن صحبت‌ شد ۰ 
بدین صورت که فرش کنیم میخواهیم خاصیت پر را برای هر ۸۷ ۵ 21 ثابت کنیم * برای 
اینکار مجموعه زیر را در نظر من‌گیریم : 

وب ۸ [- 
ونشان می‌د هیم ۷ ع 5 * حال برای اثبات تساوی 5-۸ از اصل (ج ) استفاده 
م‌کنیم * یعنی‌باید تشان دهیم که 5 6 | وبرای هر ۸۷ ع ‏ , اگر 5 20, آنگاه 
5 7+۱ : بعبارت دیگر باید نشان دهیم که ,(] برقرار است وبرای هر 

۲ ۵ 70 , اگر بر برقرار باشد , آنگاه ۱+ بر دیز برقرار است * اين همان استقرا 
ریاض است که درفصل ا بیان گردید ۰ 


۷۲۱-۲ : قضیه : 


(الف ) ععل جمع روی ۸ شرکت پذیر است* 


[ب ) ععل جمع روی ۸۷ جابجایی است* 
(ج اعل ضرب روی ۸۷ شرکت پذیر است * 
( د ) ععل‌ضرب روی ۸۷ جابجایی‌است * 


[ ه ) ضرب نسبت به جمع روی ۸۷ پخشی‌است * 


(الف ) فرش کنیم 771 و 27 دو عصر دلخواه در ۸۷ باشدد *تعریف می‌کنیم : 
+ + +( + 1۱۸۷۸ 5 
با استفاده از ۷-۱-۲ (الف ) داریم : 


(ا+ مم + وم س(من چد + وووعد ( + مس 2 ۱+( + مم) 


پس 5 > ۱ * فرش کنیم ٩‏ 6 * در اینصورت , 
( (جم جع( + ۳) 


حال با استفاده از ۷-۱-۲ (الف ) و تساوی (۱0۱ داریم : 


((«بم)جو همم د جع( + ججم) ع(۴ +(« + )مدع () ۰۵ ( 71 ) 


پس 5 (0)دو در نتیجه بنابه اصل (ج ) , 2-۷ 5 بنابراین جمح‌روی ۸۷/ 
شرکت پذیر است * 

(ب ) ابتدا نشان س‌د هیم که برای هر ۷ 2 , دارم ۷ ۱ 2 ۱+ ۰77 برای 
ایدکار با درنظر گرفدن ۷-۱-۲ (الف) , کافیست نشان د هیم که برای هر/م جر » 
داریم (مبم) چ < 17 ۰۱۰۲ فرض کنیم : 

(م هدع 0 + | ۸ 2 5 


بنابه ۷-۱-۲ (الف ) , (6۱ << ۱+ | و در تتیجه 5 6 ۱ * فرض کننسم 
5 ۰۲ در اینصورت « 

(1 زر ماع ۲ ۲+ ۱ 
با استفاده از ۷-۱-۲ (الف) و تساوی (۲), داریم : 


((بن هچ (به بد ۱) هر ع  )2«(‏ دا 
پس 5 > (س‌دو در نتیجه بتابه اصل (ج ) , ۸۷ <5 * بدابراین7:+2۱ ۱جرد: 
برای هر ۲7۸۷ * حأل فرض کنیم77يك عصر دلخواه ۸۷ باشد * تعریف می‌کنیم : 
0 وه بو ۳-۷۸ 
پدابه اثبات فوق ۲" ۱ فرض کنیم 27۲ *در ایدصورت , 
ار ۷۶ + ۲ <. ۷" + ۶۲ 
با استفاده از ۷-۱-۲ (الف) «تساوی (۳) پند (الف ) « داریم : 


ج(می) جر وج لام( +۱)+ 9 عرین ه2 ع (2 +7) جع رود + سدع( +70 


پس ۲ ۱(6«)د و در نتیجه بدا به اصل (ج ) , ۸ < آ ؛ بدایراین جمع روی ۸/ 
جابجایی است ۰ 
برای اثبات بند های ( ج او( د ):ازبند (ه)استفاده می‌شود * لذا ابتدابند 
[ ه )را اثبات می‌کنیم * 
([ هه ) فرض کنیم 77و 70 دو عصر دلخواه ۸۷/ باشند * تعریف می‌کنيم : 
777۱۸ ( + هج) ۲ ۳۷۸ 43 ۱ اک 

با استفاده از ۲-۱-۲ داریم : 

[ مرو ند مدومم ع مه چ جد مر ع () دم ع (اجد) 7 


با 


پس 5 > ۱ *فرض کنیم 5 ۸ * در اینصورت , 
() ۳۲ «« مد ع (م + 7۱) ۰ 
حال بااستفاده از -۸۷-۱ تساوی (؛)وبند (الف] , داریم : 


(م) وب ۱9 ( مج + - 7۳ ج(2 77 + 7  )‏ ور چ(( چ مج 771 ع (م + م2 ۲2۳ )۲7۷ 


پس 5 (۳) دو در نتیجه بدا به اصل (ج ) حد 5 * بنابراین ضرب تسیست 


به جمع‌روی ۸۷ پخشی است* 


1 ) فرش کنیم 771 و « دو ععصر دلخواه ۷ باشند * تعریف می‌کنیم : 
رط مج مره ع ۵ ۱« ب) 2-۷۸ 5 


۱ 
ً 


بنایه ۷-۱-۲ (ب ) , داریم : 
(امج) صد ع مو مه چ ار زمر مرد) 


پس > ۶ ۰۱ فرنن کنیم ۵ ۳۶ * در اینصورت , 
(ه) (۴ ) داح موه و ) 

حال با استفاده از ۷-۱-۲ اب ), تساوی (۵), بدد (ه )؛ داریم : 

(() همم مود ۱۲۱۲۷۲۱6۲ + ( 07 0 عد 71 ( ۱۰۸ ) ()۸() 


() و در نتیجه بنابه اصل (ج ) ۸/۰ 5 * بنابراین ضرب روی ۸</ 


کی 


پل ات 

شرکت پذیر است * 
[د ]ابتدا نشان م‌دهیم که برای هر ۸۷ ۰ داریع م7 7772* برای اینکار با 
در نظر گرفتن ۷-۱-۲ (ب ]و کافیست نشان د هیم که برای هر ۷ 7 داریم 


7 - ۱77 ۰ فرض کنیم : 
0 - 7 ۱ ۸ ۷ مه - 5 
5 > ۱ فرض‌کنیع 5 7.در 


بنا به ۷-۱-۲ [ب ), ۱.۱۰۱ و در نتیجه 
د بر ] 


اینصورت ,« 
)1 


پااستفاده از ۷-۱-۲ وتساوی (1), داریم : 
رس دهع ۱( ۱+ داح (ر) چم | 
پس 6 >(2)7 و در نتیجه بنا به اصل (ج ) , ۸۷ > 5 * بتابراین 2۲ 
برای هر ٩777/۷‏ حال فرض کنیع(" يك عصر دلخواه ۷ باشد * تحریف میکنیم : 
دا ۲ مد ۸ص 1 1 . 
بدابه اثبات فوق , ۲ ۶ ۱ ۰ فرض کنیع ۰7۲ در اینصورت 


۷( 0 ۱ عد 7 272 


با استفاده از ۷-۱-۲ ۱ب ) وتساوی (۷): داریم : 


چ هر وچ چ سر چ 72 (صض) 2 ۲۲ 


اگر ثابت کنیم ۰۲۲() +۲۱۲۲ , آنگاه نتیجه می‌شود که جوز زرم > (2)29 177 
پس تعریف س‌کنیم : ۱ 
[ و( د عم سوه 79۰۸[ 17 
با استفاده از ۱۷-۱-۲ داریم : 
(س) مه ع () 4 < ۱+ 7 << +711 
پس لا ع ۱ *فر ض نیم 1 ٩۲7‏ در اینصورت « 
(۸) 2۱) ش ع ردب ۲۷ 77 


حال بااستفاده از ۷-۱-۲ بند (الف) , بند (ب ) و تساوی ۸ داریم : 


9 د «رسو بد م)) چ مور مر > ((۱+م<) + مب (اج) جر + ع مد جر[ 


(۱+ مد چ (7 ودوج (۱+ «) + جم) ٩‏ 79 70 ( + (+)) + ۲۱۲ 
(مس د (س)د ع (بج) د + مود( ردع 


پس لد ء (مس دو در نتیجه بنابه اصل (ج )۸۷/۰ ع ۲7 * بدابراین «وزمدع (و«« 
و در نتیجه 1 >(۰2)7* پس بنا به اصل (ج ا, ۸۷ > ۲ بدا 


بر این‌ضرب روی ۸7 جابجایی‌است* 


۷-۱-۶ : تمرین : نشان دهیدکه : 
(الف)برای هر ۰۸۸ ۱2,۷ اگر ‏ ا + معا چم آنگاه 7 ۵ * 


(ب )برای هر ۸۶ 2 , داريم (بم) و +۰ 
اج )برای هر ۸۷ ۲ ,7 , داریم 9 عد ۲۷۰۰ ۰ 


(د )یرای هر ۸۷ > ۱« مچد « اگر بر جرد چم آنگاه ۱ حه (م ه 


۷-۱-۵ : قضیه _: برای هر 7۸7 ر<ر««داريم : 


[ب ) 


ابات : 
(الف ) فرش کنیع ۲ و ۱ دو عصر دلخواه ۸۷ باشند * تعریف می‌کنیم : 
[( وچ ۴+ ۴ج )۶۱۳۰۸۷ 1 - 5 
بنابه ۷-۱-۶ (الف) » و ت ا.فرض کنیع 5 ۰/۶ در ایدصورت: 


2۲ «+ برد چسته ۲ + (« ع م‎ 7  )۱( 
: حال بااستفاده از ۷-۱-۲ (الف) , اصل (ب ) وجمله (۱) داریم‎ 


( جوم در (۴ مس چم چس () د + مدع (۲) د + 7 
و عم + مه جح 
( ح مد جحد 
پس 5 (ظ) و در نتیجه بتابه اصل(ج ا: ۸۷ ک * بتابراین بند (الف) بسر 
قرار است * زا 
آب ] فرش کنیم ۶/ يك عحصر د لخواه ۸۷ باشد * برای هر ۰7۱6۷ تعریف م‌کنیم : 
(( ص۱۵۰ 9۱۱۰۸۷۸ ]1 - ک 


اگر ۲۴ ع 6 ۱, آنگاه 7 ۴ وبنابه ۷-۱-۶ (د ) ,7عاپس 65 فرض 
کنیع 5 6و ۰/۵ 2)007(۴ * بنابه ۷-۱-۲ ۱د ار (سد عم ( درو 
پدا به ۷-۱-۲ (ب ) ,مد مور ع (ج پس بدا به ۷-۱-۲ (د ), 

2 +۲۱۳۴ ۰ اگر 2۱ آنگاه - 6 +(« که يك تناقض بسه 
۷-۰ (ج ااست * پس۱+[7و د رنتیجه بنابه ۱۷۱-۱ ۸۷ ت 6 وجود دار د 
بطوریکه (1) < < ۰2۱ پس با استفاده از ۷-۱-۲ (د )و ۷-۱-۲ (ب ) داریم : 

م + + پم عد رم دم <() << ۶ + ۴ مره 


پس ینابه‌یند (الف):, ۸/-۵جوچون ‏ و ب 7« پس ب -مرر و در نتیجسه: 
<< (۷) د <  )«(‏ 
پس و (مبن د و در نتیجه بتابه اص (ج ): ۸۷7 5 *بنابراین بند (ب ) 


برقرار است * 

تدکنیم : 
همانطوریکه در تذکر بعهداز ۱-1-۱ اشاره شد , جملات بند (الف ) و (ب ) در 
۷۱-0 قوادین حذ ف می‌باشند و قضیه فوق س‌گوید که قوانین حذ ف‌نسبت به هردو 
عمل جمع و ضرب روی ۸۷ برقرارند * 


۷-1 : تعریف : رابطه 4 راروی لپ بصورت زبر مریف گم : 


(۲ + ع رن 0 5۲ جح ۲7 > ۲۶۶ 


۷-۱-۷ : تمرین : تشان دهید که : 
(الف) ۲ درجمله فوق یکتا است ۰ 
(ب ) برای هر ۸۸ > (2, داریم (2)7 >۰91 


تذ کر : طبق معمول می‌توان روایط >> « < و < روی ۸۷ را بصورت زیر تعریف کرد : 
> ۷ 27 7 جح 7 > 771 
۱ > 7 جسته 2 < 2 
7 اجه 7 < ۲ 
۷-۱-۸ تمرین_: نشان د هیدکه برای هر ۸۷ 2 ,درد « داریم : 
> (برن د جسته 7 > 77 


۷-۰۱٩‏ : قضیه : رابطه > روی ۸۸ تعریف شد ه در -۷-۱ یكرابطه ترتیبی خطی 
اکیسسد ارت ۰ 


اثبات_: فرض کنیم ۷,۳۸۷ ,77 بطوریکه 7 > 77 و 0 > 27 * در اینصور ت 


اه ۰ ۰ (. 


۸و وجود دارندبطوریکه ۲+ ۷ :و ۰+ ۰۳-2 پس داریم : 
(چس جع +(۲ ج+می ع< ]| 
که درآن ۸۷ "+و در نتیجه ۴ > 7« بنابراین > انتقالی است * حال فرض کنیم مره 
يك عصر دلخواه ۸۷ باشد * تحریف س‌کنیم : 
۱۷۸۰ > ۱۷۰ ) ۸۷۸ و | مر 5 

اگر [ << ۲۵ و آنگاه بنابه تعریف 5 » 5 > ۰۱اگر / عد (7 , آنگاه بنابه ۵,۷۱ م 

وجود داردبطوریکه () و < ( و درنتیجه بنابه ۷-۱-۲ (الف ) و۲ ۷-۱ 
9 + عد ۱+ > مد 
بدابراین (7-> ۱ و از تعحریف 5 نتیجه می‌شود که 5 ۰1 پس‌در مرحالت 5 > | *حال 
فره 5 * درا 2 
تا و جر وه ۷ مور ود 
اگر 71-77 , آنگاه پنابه ۷-۱-۷ (ب ) ,م2 >77 و بدابه تعریف ک , 5 (20) هه 
اگر ۲ 7 , آنگاه چون‌بنابه ۷-۰۱-۷۲ (ب ) 0 242۵ و> انتقالن آاست, پسسس 
(70) 77*2 و در نتیجه بنابه تعریف 5 «, 5 > (7)«-*فرض کنیم 7 > 3*77 رایدصوت 
پنابه ۱۷۱-۸ 7۲ >(7) 2« اگر 2 درم د, آنگاه بدا به تعریف5 :5 ع(7) ه 
و اگر 771> (20 آنگاه بفابه تعریف ٩‏ , 5 > ۰203 پس در هر حالت 5 ۶() «. 
و در نتیجه بدابه اصل(ج ) در اصول پآنوء ۸۷ 5 بتابراین برای هر ۸۸۷ > 27,7 «یکی 


7 > 27 ۷ 77 > 27 ۷ ۱ عد ((2 


حال نشان م‌د هیم که د قیقا,از حالات فوق برقراراست * اگر مريك زحالات فوق با دیگری 
برقرار باشند , آنگاه با در نظر گرنتن ۷-۱-۶ (ج )ءتتاقض بدست س‌آید * پس‌د قیقاً 
یکی از حالات فوق برقرار است و در نتیجه رابطه > يك رابطه ترتیبی خطی اکید روی ۷ 


است ۰ 


۷-۱۶۰ : نتیجه : رابطه > يك رابطه ترتیبی‌خطی روی ۷( است ۰ 


۷-۱-۲۱ : تمیین_: فرض کنید. ۷( ۲ و ء77:71٩‏ در ایصورت نشان‌د هید که : 
(الف ) + > + جست ٩‏ ۲۸ > 77 ۰ 
[ب ) > جسد ] > ۸ > ۰ 
(ج) > 7 مس ( +۲ >( + م2 . 


(د ) > مر چست. ۸۵ ۳ ۰۲ 
۷-۱-۲ : تعر یف : مجموعه ۸/۸۶ مجمیعه اعداد طبیص نامید ه می‌شود ۰ 


تذکسر: 

در زیر تشان می‌د هیم که دستگاه اعداد طبیعی یکتاست * بدین صورت‌ که هر 
دستگاه دیگری که د راصول پآنو صدق کندو اعال جمح « ضرب و رابطه ترتیبی روی آن 
بصورتی که اعمال جمع , ضرب و رابطه ترتیبی روی// تعریف‌شده اند , تعریف شوند « 
آنگاه اين دستگاه با رابطه ترتییی اش با (۰« + :۷) با رابطه ترتییی > یکریخت 
است و در اینصورت همانطوریکه در بدد (ب ) تذکربعداز ۱-۲-۱ گفته شد این 
دستگاه با دستگاه اعداد طبیعی یکسان است * پس م‌توان گفت که دستگاه اعداد 
طبیعی پکتاست ۰ 


۷-۱-۳ : قضیه : 


فرض کدیم مجموته ۷ با تایح« روی ۸۷ در اصول پأنو صدق کند و اصال +و * و 
رابطه ترتییی > روی ۸۷ بصورتی که اعمال جمع, ضرب و رابطه ترتیبی روی/۷/ تعریسف 
شد ه اند , تعریف شد ه باشند ۰ در ایدصورت تابع ۸۷ ج :7 وجود داردبطوریکسه ‏ 
یك یکریخش از (۰ ۰+ ذ ۸۷) با رابطه ترئیبی > به (,+ ز۸۷)با رابطه ترتیبی > 
است و بعادوه داریم : 
(الف) ۱ (۶0۱ 


(ب ) (م ب دوع رب ی ۶ پرای هر ۸۷ ء ۰7 


اثیسات : با استفاده از تعریف‌بازگشش , تابع ۴ از ۸۷ به ۸۷ را بصووت زیر 


تعریف م‌کدیسم : 
۴0۱و (رس 6۶ دم اعد (() 2) 2 برای هر ۸۷ ۰7 


از تعریف روشن است که تابع ۶ در شرایط (الف ) و (ب ) صدق س‌کند * نشان‌س‌د هیم 
که # يك یکرپخش از (-:+ ۶ ۸) با رابطه ترتیبی > به (۰ و + )با رابطه 
ترتیین > است* 
ابتدا نشان می‌د هیم که ۶ پوشاست * تحریف می‌کنیم : 
۰۸۹۴۸ ۱۸۰3۰ 5 


چین (۱) ۲-۴ پس ؟ > ۰۱ فرض کنیم 5 6 21 * در ایدصورت ۸۷ > 77وجود 
دارد بطوریکه (7۱) # 20 * پس بااستفاده ازتصاوی (ب ) این قضیه داریم : 
(می ب) ۴ > (می ۲) ددع رم دم 
که درآن ۸۷ > (2)70- *بنابراین 5 > («) و درنتیجه بنابه اصل (ج )دراصول 
پآنو, ۸۷ - 5 پس ۴ پوشاست ۰ 
برای نشان دادن يك بيك بودن ۶ , برای هر ۸۷ 77 تعریف س‌کنیم : 
((-«« ص «ب ۶« ۶) ۸ ۷ - 5 

اگر (۶0) ۴ < (۱) ۴ , آنگاه 7 اءزیراکه اگر | 2 7 آنگاه بتابه ۷-۱-۱ * 

۷ 6 وجود داردبطوریکه (6) «< مر و بااستفاده از حساویهای (الف) و (ب ), 


دا 


(« ع کد - ( م) ۴ (6 ۴( 7 | 


که يكه ساقض به اصل (الف) در اصول پآنو است , زیرا که ۸۷ ۰ ()#* پس موس 
و در نتیجه 5 > ا-فرش کنیم 6 ع 7و« و( ۴-((77)<) ۰ در اینصورت | ع 271 *زیرا 
که اگر 21-۱, آنگاه مانند بالا خواهیم داشت : ِ 

(اس ۶) کد ‏ (امس )۶ ع ۱ 27 | 


که يك تداقض است » پس! :رو در نتیجه بنابه 6/۸۷/۱۷۱۱ وجود دارد بطوریکسه 
(1) -< ۰2 در اینصورت بنابه تساوی (ب ) داریم : 
(م ع و رس چم چست (0 ج) ۴(« ) م) ۶ 
بدا به اصل (ب ) در اصول پآنوء 2 يك بیكاست ودر نتیجه (۸6) 27 (77)# ۰ چسون 
5 پص 2۸4 و در نتیجه ۶ <(0) ۸ 2 (26* بتابراین ک »سم رو 
بدابه اصل (ج ( ر 5-۷ پس ع يك بیكاست ۰ 
حال نشان می‌دهیم ۶ يك همریخش است فرض کنیم 77 يك عصر د لخواه ۷(/ 
باشد * تعریف م‌کنیم : 
((۴+ مس #۴ ( ج مس )۸ 7 
با استفاده از ۷-۱-۲ (الف) و تساوپهای (الف) و (ب ) داریم : 
(۱) +( ۴ب ۲ بد و ۴ ((س 6 دع (ج) ج) ۶ع (۱ + ۲۰ ۴ 
پس ۲ ۰۱ فرض کنیم ۲ 7 * در اینصورت : 
زو (م) ۴+ سس ۶ + 7) #۶ 
بااستفاده از ۷-۱-۲ (الف ), تساوی (ب ) و تساوی (۱) داریم : 
(6) هم +( من + (م )زد ((7 جبوی ) وس ((7 + جم) )۴ (0) + ۲) 0 


()د) + () ۴ 


بنابراین ۲ > (7) دو در نتیجه بدابه اصل (ج ) : 2/۷ آ * پس برای سس 
۲ 6 ۰7,7 داریم : 
هم رم ۶+ رس( )۲ 
فرش کنیم 7 يك عخصر د لخواه ۷( باشد * تحریف می‌کنیم : 
تسه مس 6۷۸۶ 7 | 17 ل[1 
بااستفاده از ۷-۱-۲ (ب ) وحساوی (الف) داریم : 


(۱) + (مج) ۲ ۲ دس # عرس #۲ عراس) ۲ 
پس > ۱ * فرض کنیم ک > 7 در ایلصورت : 
 6(‏ (۶)2 (ص) ۴ < ۰۰ ۶۰) ۴ 
بااستفاده از ۷-۱-۲ [ب ), تساوی (*) , تساوی (۲) و تصاوی اب ) داریم : 
(ومع) د (س ۴ ع رس ۶ + م۴ (و ع رس جع( +( 79 ) ۴ 


(مب م) ۴ (س) #۴ 


بدابراین 17 >( دو در نتیجه بنابه اصل اج | ۰ ۳-۷ پس برای‌هر ۸۷ > 27,7 
داریسم : ۱ 
(مم ۲ سب ۴ ع ( سم ۶ 
حال برای هر ۷ 6 7۱ ر۲71 , نشان س‌د هیم که : 

رم > (مس) حسد 7 > 7 
اگر ۳۱-۰۰ , آنگاه چون ۶ يك تابح‌است , پس () 7-(77) ۰ فرض کنیم 2 > 2: 
در اینصورت ۲۱ وجود دارد بطوریکه ۰۰۲۱-۲+۲ در ایدصورت با استفاد ه ازتساوی 


(>*<) دا : 
۳ (س) #+رسی ۴ع (۲ + مس ۴ () ۶ 


چین ۸۷ ()۴: پس («) # >(۰۴0بنابراین با فرش مر > 22 نتیجه 
م‌گیریم که (ج) > )۰ 

پس ۴ يك یکریخش از (۰ و + ز۸۷) با > به (. رب د/۸/)با > است ۰ 
در اینجا اثبات قضیه یکتاین د ستگاه اعد اد طبیعی کامل حی* زرد ۰ 


۷-۱-۶ : تمیین ۳ 
/ 
(الف) با در دظر گرفتن ۰۷-۱-۱۳ ثابت‌کنید که تابع ۸۷ <-9:۸۷بطوریکه 201۱ 
و (() )دم ((2)7) 3 برای هر ۸ 27 . معکوس تایح ۶ است ۰ 
( را هنماین : شان د هید که مجموعه 5-۱۰۰۸۷۸۵۰ مساو ی 
۷ج ومجموعه 


آ#- 8 (۶۰9) ۸۸ 1 ۳ مساوی ۸۷ است) ۰ 
(ب ) نشان د هید که ۱ کوچکترپن عصر ۸۷ تحت رابطه > است۰ 


۷-۱-۵ : تمیین : فرش کنید مم 2 ۰7,۲ با استفاده از تعریف‌بازگشتی « 


تعریف کنید : ۱ج ور ۱ 
رد مره و وچ و 2۳۲ اد 


حال پرای هر ۸۷ 6۶ ,71 ,۱2۲۲ نشان د هید که : 


2۱ +۴ 


ب 0 
۱ 27۲۲ < ۰ 


(الف ) 


اه موی 

درقسمت قبل فرض کردیم که مجموعه اعداد طبیص وجود داردوبا بکار بسسردن 
تعداد کس اصول خواص آرا بد ست آوردیم * ولی ساختمان (.ر + ذ ۸۷) ساختمان‌کاملی 
از اعداد دیست و کمبود های متعد دی دارد ۰ مثلا عصرهماس نسبت به عل + در ۸۷ وجود 
ندارد * البته این‌دقصان را ی‌توان بسهولت برطرف‌نمود * بدین صورت که عصر صفسر 
را به سیتویه 7۷ اضانه م‌کدیم و مجموعه (0] زا۸۷/-- و۷ را بد ست ‌آوریسم و 
تابج د را به تایح ۵ از ,۸۷ به ,۸ بصورتزیر بسط دهم : _ _ 

حبب ۸ ۰ هم 


اگر ۷ 7 ز (7) ود نی 

(7) وس 
اگر جح چه و آ 

در ایتصورت بسهولت می‌توان دید که( و ۸۷۰) در اصول پآنو صدق م‌کند *د راینجا 


ملاحظه می‌شود که م2 محر ۰۰ همچتین برای‌هر ۷ 2 7 « تعریف می‌کنیسم و 
7۲ هد 7۲۱ +4 0 عح 6۵ + ۲۱ و 0 ۰ ۵ << 2770 ۰ 

البته اینکار را می‌توانستیم از اول درقسمت قبل انجام د هیم * بدین صورت که بجای‌اینکه 

از ۱ شروع کدیم از ه شروع می کردیم و مجموعه ,۸۸۷ را در نظر می‌گرفتيم * در ایدصورت اگر 

2 تابح‌روی ۸۷۵ باشد آنگاه اصول پآدو راد ر مورد (د و ,۸۷) ماندد قسمت قبل بیسان 

س‌کنیم با اين تفاوت که بجای داشتن رم سیر + |, فر ض م‌کنیم مسر ه 

و در اینصورت قرار مس د هیم ۱-(0) ۰-2 همچدین اعال جمع و ضرب روی ,// بصورت زیر 

تعریف می‌شوند : 

جع هن چد ده و ( + ۳۳۱ ) ع(2) و + ود برای هر ۷ > ۲ 

و ۱ 
ه ‏ 370 ۰ 2 (7) یم ۷« براأی هر م۸۷ م2 
در اینصورت ادامه بحث برای بد ست آوردن خواض (۰ و + ز۸۷) تقریباً به همان 
صورتی است که در قسمت قبل انجام شد * رابطه > را نیز روک ,۸۷/ می‌توان بصورت زیر 
تعریف کرد : ۱ 

۱+۲ ۸ ۸۵ )37 هد که 7 
و خواص آنرا نیز ماندد قسمت قبل بدست آورد * بنابراین ملاحظه می‌شودکه با بسط ۸۷ 
به ۸/۵/ می‌توان کمبود عصرهمانی دسبت به ععل جمع را بسهولت برطرف کرد * ولن ساختم 
(۰:+ ,۸۷ ) نیز کبود دارد * مثلا معادله ساده ۱۰+ »2 در /۸ جسواب 
ندارد * پس نیاز به بسط ۸۸۷ به مجموعه کامل تری از اعداد کاملا" مشهود است *د راین 
قسمت به انجام ایدکار م‌پرد ازيم * همچنین د ر این‌قسمت کاربرد مفاهیی راکه درقسمت 
اول فصل > ارائه گردید ه ملاحظه خوا هیم کرد ۰ 


0 تعریف : رابطه سم را روی مجموعه ,۸۷ < ,(/ بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 


+ 0 ع + 777 جسه (و۴) نم (۰۰ ,۳ ) 


6 قضیه : رابطه تعریف‌شد» در ۷-۲-۱ يك رابطه هم ارزی روی ۸۷ ۸ 


است ۰ 


فرض کنیع ۸۷ ۷ ۸۰ >(6,7۱* چون 2 جع 7+2 پسسسس 
(,مم) م (۷,۰۱<) و در نتیجه نم انعکا سین است * فرض کنیم 2۸ 3 ۳۶) و 
م۷( («و۱۳) بطوریکه « #۱ وط) سم (,6* در اینصورت + ع +مجرو در 
نتیجه (0< ,رم« ) نم ().پس ده متقارن است * حال فرض‌کنيم ,۸۷ « ۸۷ >( ) و 
ول (۳,۹) زر( رصه) بطوییکه « (عو() تج (رج) در موطن. 
در اینصورت 7+ ع و 2 +( ع مد۴. پس داریم : 
بااستفاده از ۷۱-۳ (الف ) و (ب ): 
(ج بل + (۳+۰) ( ظ) + (م جوم چه ( )+( بصع رد +) +( +) 
بتابه ۷-۱-۵ (الف) : 7 ده 4 جسد 
پنابه ۷-۲-۱: (م رط) مد(« ر) چس 
پس مه انتقالی است* بدابراین سم يك رابطه هم ارزی روی ۸۷ ۸۷ می‌باشد * 


۷-۲-۳ : تعو پف : 
فرض کنیم < مجموعه خارج قسمت وابسته به رابطه هم ارزی سم رو ,۸۸۷ »بل 
باشد * یعنی فرض کنیم تن 27" اگر کلاس هم ارزی هر عصر (77:77) در 
۷ ۶« ۸۷ را با نماد [(ممرمب)] نمایش دهیم , آنگاه داریم : 
| 7 و ۱ (,]) - ۰2 
حال روی 7 دو ععل‌جمع و ضرب را بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 
[(ع+ مه و« +س)] > [(۶ ,]+ [(«رس)] 
[(۰۱۵ + 0۶ و 8 + م)] ‏ [(,۳)] [(77,۰)] 


بنا به ۱-۱-۱ يك عمل دوتایی روی مجموعه ۸۵ عبارتست از يك تابح‌از ۸۸ به ۰۸ 


پس اععال تعریف شده روی 227 در ۷-۲-۳ باید توابعی از 7 « 7به 7 باشده 
حال از تعریف‌این دول کاملا روشن نیست که توابعی‌از 2« به < باشندو باید 
این مطلب تحقیق شود * یعتی‌باید نشان دادکه اگر 
[(۶ رکب ] ِ [ (و. ر مب و [رتودضش | [(2:۶)] ء آنگاه داریم : 
[(62:7] + [( رس] > [(5۶)] + [(,۳)] 
[(۴۰۶)) ( مر ] > [2:۶۱)] ((۳,۳۱)] 


بعداز اثبات دو تساوی فوق , م‌گوئیم که دو ععل جمع و ضرب روی 7 تعریف‌شده در 


۷-۲-6 : قضیه :_ اعال جمع‌و ضرب روی 7 تعریف شده در۲ ۷-۲ بخوش‌تعریف انده 
ابات : 
فرش کنیم ‏ [ (*0. و ت)] - [(<0] د [(2)]-([(۰])۳۰2ببایست 
۱۲ رم مر (« رصم و )۶ و ) نم (#,ظ):پس داريم : 
۱۱ چ رد 2 + ورد 
)) و + < و+م 
ابتد انشان می‌د هیم که جمع خوش تعریف‌است * ازتساویهای (۱/و(؟) داریم , 


(۳) (ع جکل+ رم باس ع (+ص) جر ج+س) 
حال بااستفاده از تساوی (۴) و ۷-۱-۲ (الف) و [ب ) داریم ٌ 


رع+ مب +( جس عد ( جسی رد «<) 


پس . (مو +۳ وکا ج+) سم( + 2و۴ +۰)9در اینصورت بتابه 1-۱-۲ ,۰ 


[ دس - نو + مسر درسج [ ]ومد هس 


بدابراین جمع خوش تعریف است* حال نشان می‌د هیم که ضرب خوش تعریف‌است ۰ 
با استفاده از تساوی (۱) و ضرب آن در ۴ و سپس در 7 داریم : 


(6 .مج کم و هجو وه ع + 17 ۰ 
با استفاده از تساوی (۲) و ضرب آن در :و سپس در 7« داریم : 
01 + 5 یو ور و و 1" + 2 < 7" + 7 . 
حال از تساویهای (؟) و تساوپهای (۵) داریم : 
)1) 


1 )+( [) جد (و وج ۲( جع اد( )۵( ۴+۰۷ ۶) بد 1 جبرس)ج( 7و ط) 


با استفاده از تساوی (۱):, ۷-۱-۲ (الف) و اب )داریم : 
7 مج جو مج )+ دم + + و  )‏ (7 +7۴ 7 بط اج+ (/7 ره رون | 


وبدا به ۷-۱-۵ (الف) داریم : 


‌ مگ وم م7 
+ 2۳۳۷ تس ۳ 77 + 7 
پس ( 6 2 + وود و ۷۲ جخس) مم (۳ 7,۲۰۰ +<) ود ر نتیجه 


پنا به ٩-۱-۲۲‏ [ر هب د عبط #)] د [(8ججو ور + س)]. بنابرایسن 


داریم : 


[(زد)] [زهدس)] > [دز,)] ((«دس) 


پس ضرب خوش تعریف است * 


۷-۲-۵ : قضیه : ساختمان جبری (- ر + و 2) يك حلقه یکاس و جابجایی است ۰ 


اقات : فرش کنیم <2 > [(۲«۵)] ء [(۶د۴)]. ((«رس)]. 


نشان می‌د هیم که جمع شرکت پذیر است ِ 
بدا به ۵((:۷-۲-۳)] جلاع +مرص+س)] ع[زد:)] جر(دع۳)] +((,۳]) 


بنا به ۷-۲-۲: [ رد + «وجسی ۷۶+(۳+))] ع 
بنابه ۷۰۱-۲ (الف) : [( + ی +مره) +م)] - 
پنابه ۷۲-۲-۰۲ : [(د + واجط)] +[(«دس)] < 


بدا به ۷-۲-۳ : (((م را ]+ ([(9)]) +( )| 


پس جمع شرکت پذپراست * 
نشان می‌د هیم جمع جابجایی است ۰ 
بنابه ۷-۲-۲ : 9 7 و +677 ] [(۴,۶) ]+ [(« د»«)) 


بنابه ۷-۱-۳ (پ ] : [( + جع 
بنا به ۷-۲-۲ [6,«۸] + [(,۳)] < 
پس جمع جابجایی است * 
شان می د هیم [(۰ و ه)] عصر صفر 7 است ۰ 
پنابه ۷-۲-۳: [(ه +« وه +)]- [( دع)]+([(,)) 


بدابه همانی‌بودن ۰ در ۸۷ نسبت به ۲ : [(7,۲)] - 


پس[(ه د )] عصر صفر 77 است* 


نشان می د هیم که [(مد ,۳ ] معکوس [(9۱ , | دسبت به عمل جمع است ۰ 
پدا به ۷-۲-۰۲ : [( + ود م«جی] ‏ ۵ ,)] + [(, 7)] 
بنابه ۷-۱-۲ (ب )؛ [( + ردص ] ع 
چون (7 + موجه ه +((2+صج)است و پس زه و ه) سم (+در ۳+۰ و در 


نتیجه بناپه ۲-۱-۲۲ ان ۲ ۰ ِ 7+۰ و +«)] پس داریم : 


[ه ره)] < [(ممر«)] + [( ۲ *7)] 
از جابجای‌بودن جمح‌نتیجه می‌شود : 
[۰۰۵)]- [(۰,)] + [(صرم ] 
بنابراین [ ( , مم)] عصر محکوس [(ر بمب | نسیت به عل جمح است* پس( ‏ 2 ) 
يك گروه آبلی است * 
نشان م‌د هیم که ضرب شرکت پذیراست * 
پنابه ۷-۲-۳ [م )الا +عم. ع دس لمین]( (ص)(مرس]) 


پدابه ۲ ۷-۲ : [ز(مجوس)+دجوصبعس) ره ( ۲+۹۲( )ات 


(حر) 
بنایه ۲ -(-۰۷* [(۲(« ۱ (وم+دنو)+ی زر دزي +2( ۳ج ( )+۲ (7)] ع< 


بدا به ۷-۱-۲ (چ ) مه اوق 96+( مر مد 
بنابه ۷-۱-۲ ۱ب )یوکس جنس 
بنابه ۷-۱-۳ (ه) : ۳۳+ معا + ( )بو( 6۷ج برچ (6)س)] > 
بنا به ۷-۲-۲ [(۳۳+د. د+۲)] [(,)] ع 


با به ۷-۲-۳ : (( 42 [(/2)]) اد 0۳ 


صفحه ؛ جک 


نشان می‌د هیم ضرب جابجایی است ۰ 


پنا به ۷-۲-۲ [(۱۳+ ۱۳۲ ,۳۳+72]- (1۶۱ (۳,۰)] 
بنابه ۷-۱۳ (د ) [(۵۲+ ر]+۳)]ع 
بدابه ۷-۲-۳ : [(7 ۰ ((۴:۶)]< 


پس ضرب جایجاین است* 
شا ن می‌د هیم [ (۰ , ۱)] ععصر همان 7 تسبیتبه عمل ضرب است ۰ 


پنا به ۲ ۷-۲ : [( + حون 71)] <- [(۳۳,۰([))۱,۰) 
بدا به همانی‌بودن ه نسپت به + و همانن‌بودن ۱ لسبت به * در ۵ ۳ 
([(۲۰7)] < 


پس [(0 د ۱)) عصر همان <م دسبت به عمل ضرب است * 


نشان م‌د هیم ضرب نسبت به جمع پخشی است * 


پنا به ۷-۲-۳ [(د +۲ +۴)) ۳( )۳ 
بنا به ۷-۲-۳ : ((۲ +7 + ددع« ره جع جرج س)] ع 
پنابه اسا(ه): ۳۲+ ۰۵+ 2+« هم + 76+ وه + مر مس ] ع 
پنا به ۷-۱-۲ (الف ) و (ب ): [(۰۱ ۱۵۲ جد وه +] ره وه +۱۷۳۷ 77 ِ 
بدا به ۷-۲-۳ : [(۱۲« + مود رو ]۳+۱۵ +۳۳۵)] ع 
پنا به ۷-۲-۳ ((در۲))] [(«رس)] + ا(629) [(,س)] - 


حال با استفاده از نتیجه فوق و جابجایی بودن ضرب داریم : 
[(2 :0] ((۱,]+ [(«,)]) 
[(۳۰(()66۶)) + [(,)) (( ۵ - ۱ 
(«)[0) + [م)] (« رس < 


بنابراین ضرب نسبت به جمع‌پخشی است" پس (۰: + ز )يك حلقه یکاس‌وجابجاسی 


: تمیین  :‏ فرض کنید. <»[(0,7)]نشان د هید که : 
جع ود چست [(« م)]ع ((۷,۶)] . 


۱ +۲ ع بجر هسب [ ۰ (77,70)] ۰ 


‌ ٍِ . 
: تعریف : زیر مجموعه 22 از عم را بصورت زیر تحریف می‌کلیم : 


7« ۸ 7-7 ۳ ((7 م2 


۷-۲-۸: ال نز در ۸۷ چون ۰+۱ ۱ پس ۰< | و دردتیجه "2۳ > [(۰,)]. 
با استفاده از ۷-۱-۷ (ب ), برای هر ,۸۷ دایيم 2 <(6" پسس 
۳3 
برای هر ۸7 6 6 [(7,(«) و ] . 


: قضیه‎ : ۷۲-۲ ٩ 


بادردظر گرفتن زیر مجمونه "از 27 ۰ (۰«+ ز 2) يك حلقه یکاسوجابج 


مرتب است ‌ 


(ب ) برای‌هر , 2 >[(0,0)] دققاً یی از حالات زیر برقرار است : 0 
7( ,۳] > ,۰27۷-0۳( ,]۷ ((۰ ,ع]> ((ه )| 


۷-۰۰۰ تمسرین : 
سسسسسسسسس بزد مای (الف وب ) د رقضیه فوق رااثبات کنهد ۰ 


۷-۲-۱ :تعریف: 
رابطه 4 روی و رابصورت زیرتعریسف می کنیم : 
۳۷+ (۳:۹۱۱)] چه [(۳:۹)] > («مرس ۲ 
بعبارت دیگر : 


۷+ وه < + چه [(۳,۷)] > [۳۳۱)] 
۷-۲۲ : تیجه _: رابطه > روی 7 تعریف شده در ۷-۲-۱۱ يك رابطه 


ترتیبی خطی اکیداست ۰ 


: از 1-0۲ نتیجه می‌شود * 


اگر رابطه > روی 2 را طبق معمول بصورت زیر تعریف‌کنیم, آنگاه بدا بسسه 
۲-0۵ , يك رابطه ترتیبی خطی است * 
(( ی >(« ]۷ ([20)]ع ((« رم جح (()] > ((«,۳))] 


۷-۲-۲ : تعریف : مجموعه ۳4 , مجموعه اعد اد صحیح‌نامید ه می‌شود ِ 
۳۹ 
در قضیه زیر نشان می‌د هیم که (. د + ز۸۷) با رابطه ترتیبی ی با(-ه+ذ 2 ) 
رابطه ترتیبی > یکربخت است * بعبارت دیگر نشان می‌د هیع که (۰ی+ ز پج)بارایطه 
ترتیین > را می‌توان در (۰:د+ ذ 2) با رابطه ترتیبی > محاط کرد * 


: قضیه‎ : ۷-۱-٩ 


تایع "7ج ۸ : ۶ بطوریکد [ و ,))-() یرای هر ۸۷ 716 «يك 
یکریختی‌از (۰ و + ز/۸) با رابطه ترتیبی ی به (. و+ ز"2)با رابطه ترتیبی > 


شان می‌د هیم که ۶ يك بيكاست * فرض کنیم (س) ع (سی ۰ در ایدصور ت 
دارپسم : 


پنابه ۱-۳ (ه رس (ه رصم چت ((* رج)] > ((۰ ,7)] 

بدابه ۷-۲-۱: و 

ینابه هماتی بودن ه دسبت عمل جمح در ول 7 ویر چس 

پس ۶ يك بيك است * نشان م‌د هیم که ۶ پوشاست * فرش کنیم *ح > [(۰])7,۷در 

اینصورت ۰ ۲ <۲۲ و در نتیجه ۷ وجود دارد بطوریکه ۳ +2۱ - ۱ ۰د راینصور 
[(ه د)] ‏ (ا«رج : زیرا که داریم ۱ 

پنابه ۷-۲-۱ : ره را سح رو چد | 2 ه ۲ 7۲ 


بتابه 6؟-1-۱: [۳۰)]- ((۰۱,س))] ج 


حال , [ (۰۰, «)] < [(۰ ر)] رو د رنتیجه ۴ پوشاست * برای هر ۸۷ 7۷,۲ 


۳ رم ۴+ رس ۴ ع (و« چم ۴ 


داریع : 
بنابه تعریف ۳ 


[(ه, مجس)]-(مجمی ۶ 


بنابه ۷۰۲-۲ : [ ]+ [ ده,)] ۳ 
۶+ () < 


بنا به تعریف ۶ : 
برای هر ۸۷ 6 ۲ ,771 نشان‌س د هیم که : 

اب #۶( ۶ (0 7 
داریم ؛ 
بدابه تعریف + : [ رو ع (۱) ۶ 
بنابه ۷-۲-۰۳ : 1 ر2))] [(» رد ) ] بت 


بنا به تعریف گ : (2) ۶ (7) < 
حال برای هر ۵ 6 ,77+ نشان می‌د هیم که : 


(7) > (س #۴جس ۲ > 2۷ 


اگر 7 < 70 , چون ۲ یلحایع‌است , پس (27) ۴( ۰ فرض کلیم 7 > ۰2 


| صفحه :۳۰ 


مقر میت 


در ایدصورت 704۰و در نتیجه بتابه ۱۷-۲-۱۱ [9۵ :]> ((07,۰].پس 
(7 ۷۰۴ بنابراین بافرش ‏ (< عه ۱۲۲ نتیجه می‌شودکه رن ۶۲ > (۶. 
پدن ِ یه پتریختی است ۰ 


هعانطوریکه دربند (ب ) تذکر بعداز ۱-۳-۱ گفته شد, اگر دو ساختمان‌جبری 
با هم یئریخت باشند , آنگاه خواض ساختمانی مشترکی دارند و در تیبه می‌توان آنها 
را یکسان ثرض‌ترد. * پس بااستفاده از قضیه فوق « اگر ساختمان جبری (۰ ,+ ز ۸۷) 
با رابطه > را با ساختمان جیری (۰د+ :")با رابطه ترتیی > یکسان‌د رنظر 
بثیریم , آنگاه ص‌توان فرض کرد که (۰ د + زلح) درداخل (.و + رح) قرار دارده 
در واقعبا اين فرش هر عصر *62 [(7,۰)] رایا ۷ 6 77 نمایش ص‌د هیسیم * 
ممچنین عصر [(* د ه)] در < را با ه نمایش می‌دهیم * برای هر 7 6 [(ه,:7)]؛ 
چون زره رب ]- - [(دم)]»پس [7 ۹2 با 7 - نمایش داده می‌شود * 
در ایدصورت چون برای هر 7 ((7,۱)] داریم, ([( «م)]+ [(ه ر«)] - [(7,۰)]» پس 


هر [(7,۰)] با نماد 7- 77 نمایش داده می‌شود ۰ 


۷-۸۵ : تمرین_: فرض کلید ‏ 2 6 طوه.نشان دهیدکه : 


(الف ) ه ها ۵۷  <‏ چسه ه < ها 0 ۰ 
[ب ) وا یه چی +مع<) + ۰ 
(ج ) ط ع ه چه 0 2 61۷6۸6 ۰ 
(د ) ع ها > + یه چسه ها > ۵۰ . 
[ه) ع | ۰ج ۸6۰ > 0 . 
۷-۲ : اعداد گویسا: 


ممادله ۱ 2 ۲ در 7 جواب ندارد * در این قسعت مجموعه اعداد صحیح ۳ 
به يك مجعوعةُ ازاعداد بسط می‌د هیم که در مجموعه جدید معادله هایی نظیر ۱ < ۲2 


سم 


جواب د اشته باشند *روش بسط حم به این مجموعه جسد ید ازاعداد مشابه روش پسسسط 
ل۵ به <2 است‌کهد رقسمت قبل ارائه گردی.د * دراینجا نیزازمفاهیم رابطه هم ارزی و 


۷-۲-۱ : تعریف : مجموعه زیر را در دظرس‌گیریم : 
۱ج ط ۸ ۰2 ده |(امع)] - ([0)- 2« 5-2 
رابطه بم را روی 5 بصورت زیر تعریف م‌کنیم : 
عط - ۷ چسه ( ۵ د )نم (طاده) 


۷-۲-۲ ۰ قضیه : رابطه نم روی 5 تعریف شد ه در ۷-۲-۱ یدكرابطه هم آرزی 


فرض کنیم . 5 ع (واوه)۰بنابه ۱۷-۲۵ 9 ط << » و در تیجسسه 
(ط د) نم (و:2)* پس نم آنعکاس است * فرش کنیع و (می)ر(داد9) 
/ ( 4 ر >) سم (واره). در اینصورت 6 0 وبنابه ۰۱۲۰۲۰۵ وگ عد ) 
و درنتیجه (طاده) نم( رع)* پس‌بم متقارن است * 
حال فرض کنیم 5 ع ( جر ) و( ی) و(طاویعع و( رع)س(طارع) و(رع)سه (4ر>)* 
در اینصورت داریم 
عصاع< آه ۰ 
0 -< ‌‌ 


پا ضرب تساوی (۱)درو ضرب تساوی (۲) در ط وبا استفاده از ۷-۲۰۵ داریم : 
۵۶۵4 د 6 ۴ ط 


و در نتیجه ۵4 ها ع< /۵ ۵ ۰ چون ه ‏ آن, بنابه ۷۸۵ (ج | عطعد +#ءه 
و درنتیجه (#رع) نم (طاوعع)* پس نم انتقالی است * بدابراین نم يك رایطه هم 
ارزی می‌باشد * 


۷-۲-۲ : تعریف : 
فرش کنیم 2 مجموعه خارج قسمت وابسته به رابطه هم ارزی سم روی 5 
باشد * یعس 9 < ۰۵۵ اگر کلاس هم ارزی هر عصر (ط و )در 5 را با نماد 
[(ط د0)] نمایش دهیم , آنگاه داریم : 
(5> (هءی | [(دمع)] 1 - ۵ 
حال روی 2 دو ععل جمح و ضرب را بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 
[( هط یه + /#)] > [(ء >)] + [(ط ء *)] 


[(4 هد »)] < [( :>)] [ ره م4 
همانطوریکه در قسمت قبل نشان دادیم که اعمال جمح‌و ضرب روی خوش‌تحریف اند» 
در ایدجانیز نشان می‌د هیم که اعمال فوق روی 2 خوش تعریف اند * 


۷-۲-۶ : قضیه : اعبال جمح و ضرب روی ۵ تعریف شد ه در ار رصم ۱ خسوش 


تعریف اند ۰ 


اثبسات : 
فرش کدیم [(3دکم)] - [(دیم] و [( له د)] < [(»]* در ایدصوز 
بدا به ۱-۲۲ (تاوم) مه (ط ده) و 3 و ») سم ( وع)۰پس داریم : 
)۱( هد ط * 
0 <- 4 ۹ 


و » #/, پس بنابه ۷-۲-۱۵ (الف). ه عد رو در نتیجه 
۵ > [(/دد »+۰2 همچنین چون ه ع ت )و پس ه بط 
ودرنتیجه ۰ 6۵ ( لوط د ط + لهئه)] * حال نشان می‌د هیم نه : 


[(طدع تج عع)]ت [(ط د > دا + مه )] 

تساوی (۱) را در وی (۲)را در ط ما ضرب می‌کنيم * در ایدصورت داریه : 

ره نی نا 3 و 
بااستفاده از تصاویهای (۳) و ۷-۲-۵ داریم : 

زب 4 )0 ط -< 92 2 طا ده ۰ ) 
پسی زوا نطو وا ده )و در تحیجه بتابه ۱4-۱-۳۴ 
۳ و تا + کب ((ط ی ط + ]۰ بنایراین : 
[(رتمی)] + [ دیمع [()]+ [(طمع)] 


پس جمع خوش تعریف است* نشان س‌د هیم که ضرب خوش تعریف * مانند بالا « ابتسدا 
ملاحظه م‌کنیم که ه چنیا و ه بچ هط و در نتیجه ۵ > [ ناد )و 
[(0 ط ء ۹ ۰ شان م‌د هیع که : 
[( هد ع)] > [(لهطا د > 6 ] 
با استفاده از تساویهای (۱) و (۲)و ۷-۲-۵ داریم : 
کم (ط) -( 5) (۶) 
بش ( هط و > تص سم (/مورع)و در نتیجه بتابه 2۱-۲۲ 


ِ [ر4 و ده )] ت [(4ی»)]. بنابراین ۷ [وه ء )] [ز وه [4 د [(ط و 


پس ضرب خوش تعریف است ۰ 


۷-۲-۵ : قضیه : ساختمان جبری (۰ ء + 2) يك هیات است ۰ 


اثیسات : باید نشان دهیم که : 

(الف ) جمع شرکت پذیر است * 

(ب ) جمح جاپجایی است * 

(ج ) ۱+ ذ 2۵) عصر همانی دارد * 

[د ) هر عصر در 2 تسبت به ععل +معکوس دارد * 
(ه) ضرب شرکت پذیر است * 

[ و ) ضرب جابجایی است 

از ) (۰ 5 .۵)عصر همانی دارد * 

(ح ‏ هر عصر در 62-۱۵۱ تسبت به عل * معکوس دارد * 
(ط ) ضرب دسبت‌به جمع‌پخشی است» 


در اینجا بندهای (ج ), (د ) : (ز ) و (ج ) را اثبات می‌کنیم * اثبات سایرپیرها 
بعنوان تمرین است * 
(ج )اعصر ((ا د ۵) /عصر همانی ۸3 نسبت ععل جمح‌است * زیرا که برای هر 
۵ > (رط,»)]داريم : 


((ط د) )< )۱ ط ده + | 2 0 ده)]+[(طبه)] 
[( وه 12 و ۱۶ +مه)- ((طعع) [ج+ لا ده)] 


و 


پس  +(‏ 4) عصر همانن دارد ۰ 


(د ) برای هر ۵ > [(ات): عصر [ (و ‏ >-)]معکوس . [زجامته)]نسیت به 
عمل جمع‌است * زیرا که داریم ۳ 


ی ده)] - [(وا هط - )| [رط ,به-) ]+ ((ط 2 
حال چون ۵ 2 اه « پس (ا ده ) س(مرم)و در نتیجه پنابه ۲-۱-۲۲, 
[ (امی ]مه [(0«7۱)] ۰ ببابراین : 


۲۱۳۱ 


((۱دی)]ع [روامه-)] + ((طءع) ] ۱ 
بطریق مشابه [(۶۱ه)] > [زدمع] + [(امع-)].پس_[(ط رب ع[معکوس [(ط ه)] ۱ 
تسبت به عل جمح‌است * 
(ز ) عصر [(۱ « 6۱ ] عصر همانی دسبت به عمل ضرب است * زیرا که برای قسسر 
۸ > ((هدی)]داريم : بت 
[(ومه)]- [(۱ ۲ , اع)] - [(۵([])۱۰۱ء»)] 


[(دامع)] - [(ط ۱و ۱)] - [(ء ع)] [(۱« ۱)] 


پس (۰. د 0۵) عصر هماس دارد * 


اج ] فرض کنیم ۲ [(:1]60- ۵ [زاره)]۰ در ایتصورت [(۱ مه)] ج [ دامع ]و 
در نتیجه بنابه ۰1۳۱۳۲۲ (اده) مه (ایع)هس... ویب یه ودرنتیجه 
20 2 * در ایتصورت | [0+]۵-1>(رسه]* 
شان می‌د هیم که |( و طْ] معکوس 2 و »2) ] نسبت به عمل ضرب است * 

[زط» « طع)] > [(هط ء ط*)]- [زهدط)] ((امه))] 
حال چون 6(۱) -](۶): پس (۱د۱) م (و» رط») و در نتیجه بىا 
به 1-۱-۲۲ [ (۱ و۱ 1 [(م»رط»)]* بنابراین : 

[(۱ ء ۱)] < ([(» « ف)] [(طبه)] 
- بطریق شابه ‏ [(۱ءب)] > ((یرع)[(هره)) مت ده . وا )]معکوس [(واء عع )] 


نسبت به عمل ضرب است ۰ 


۷-۲-7 : تمرین_: فرض کنید 4 >((ه د»)]* شان دهید که : 

(الف ) < 0 چسه [(۱ده)] < [(طدع)] 
زب وا ۸ ج و جسه . [(اد ۱ )] ع(اهد*)] 
رج) [(ط ء  -])‏ [(ط-رع)] 2 [(ط و -)] 


مفحه ۳۱۴۰ 


(د) [ (ط مع)] - ((ه-د ع)] 


(ماعاصر 2 و "2 > وجود دارند بطوریکه [(4 ر)]ٍ- [(!:)]* 


تذکسر: از ۷-۲-۲ ۱ ه)نتیجه ‌شود که 4٩‏ راس‌توان بصورت زیر د ردظر گرفت : 
62 ۳ 2 » |[ ,]۵-1 
۷-۲۷ : تعریف : 
با استفاده از تذکر فوق فرش کنیم [ (ی د > ) ] يك عصر دلخواه و باشد 
بطوریکه * 27 ط * در اینصورت زیر مجموعه ۳(/ ان 2 را بصورت زیر تعریف س‌کنيم : 
ه جسه ۵ > [(طه 2)] 


بعبارت دیگر ۸ مجموعه عاصر [ رم وع) ]از ۵ با 7 > و است : بطوریکه 
دآشته باشیم قو ا ۵ ۰ 


۷-۲-۸ : مثال : 
بدا به ۷-۲-۸, در 2 داريم "> ۱.پس *۵ > [(۱ءا)]حصر [(ا- و ۱)] 
در 0۵ را در نظرم‌گيريم *بتابه ۷-۲-۲ (ب ) : [(ا ء ۱-)]-[(- وا که در آن 
۳ حال چون "ح ۱4-, پس [(۱ و ۱-)] و در نتیجه [(۱- و مه ۵ 
تعلق ندارد * عصر [ ((۱) 2 راع)] در( وا در تذار م‌توزيع * بنایه ۱۷-۲-۲د)» 
[(4»0 را)]- [(0«-]که درآن * 22 ()* حال چون *حر ع ۱ 


پس ‏ ((20 ر »)و در نتیجه ( (« -را)] در ۵ قرار دارد * 


۷-۲-۹ : قضیه_: باد رنظر گرفتن زیر مجمونه 4 از #۱ , (۰ و +ز ۸) يك هیات 


مرتتب است ۰ 


اثبات : بدابه ۷-۲-۵ (۰ و + ز 6 يك‌هیات است * بایدشان د هیم که : 


(الف) و۵ تا ,۴ (همع] ۵ >( + [(اء»)] جب 9 ۰( و[ (و مه 


(ب ) برای هر ۵ > [(ط و »»)]دقیقاً یکیازحالات زیر برقراراست : 
۵ ((وءع)]-۷ 4۲ >((اد»)] ۷ ((اده)]-((همع)] 
بددهای (الف) و (ب )را در زیر اثبات م‌کنیم ۰ 
(الف ) چون [ (طیه)] و [ ر>)] هردو در " ۵ هستدد , پس ۵« و « > و 0 
در 27 قراردارند * چون "2 تحت اسال جمع‌و ضرب روی < بسته است پس‌داريم : 
6 ۵ ر وه 62 هط + له 
بنابراین "۸ > [( دای ط+ )و ار [رله یا د»)] + پس 4 تحسست 
اععال جمع و ضرب روی ۵ بسته است* 
(ب ) با استفاده از تذکر بعداز ۷-۲-۲,ی‌توان فرش کردکه "2 > ط * فرش‌کنيم 
[ ده)] خ[(یابه)] ۰ در اینصورت بنابه ۷-۲-۲ ه عبد 0 پس بنابسه 
۷-۲-٩‏ 7 > ۵ یا "جح > ۰-0 اگر 7 6 ۰۰ آنگاه ۵ تا ر2)]. 


اگر 72 ۰ - اه ها [(ه د-)]و در نتیجه بنابه ۷-۲-۲ (ج )؛ ۷ > [زابع)]-. 
پس برای هر ۱ > [(۵د:*)] یکی از حالات زیر برقرار است : 

۲ ((2:9)]- ۷ ۵۳ >((طامع)] ۱((۷ ده -((طمه)] 
بعلاوه چون برای هر ح ‏ » , دقيقاً یی از حالات هیا 7 > » یا > »- 


برقزار است, پس نتیجه س‌شودکه برای 4 > [(ط دت)] دیز دقیقاً یکی از حالات فووق 
برقرار است * بنابراین (. ر + ز ۵) يك هیات مرب است* 


۱-۵۰( تعریف : رابطه > روک () را بصورت‌زیر تحریف می‌کنیم : 
۳ > [(هم-)] + [(ی))جه («ه ء>)] >( ء ع)] 


بعبارت دیگر : 


2 > لو طا ده - ط جسه [(»:)] > [زدام»)] 


۲۰۲-۱ : نتیجه : 


رابطه > روی 4 تعریف‌شده در ۲-۲-۱۰ يك رابطه ترتییی جزیی‌اکیداست * 


اثبات : از ۲ 1-1-0 نتیجه می‌شود * 


اگر رابطه > روی 4۵ را طبق محمول بصورت زیر تحریف‌کنيم , آنگاه بنابه ۲-۳-۲۵ 
يك رابطه ترتیبی خطی‌است * 


(ر»-] > [(۳<»)] ۷ ((4 ر)] - [(۵.ع)] جح [(4:>)] > [(دء»)] 


۷-۲-۲ : تعریف ؛: مجموعه 0 , هجموعه اعداد گویا نامید ه می‌شود * 


در قضیه زیر نشان می‌د هیم که حلقه یکانی و جایجاین مرتب (۰و+ ز 2) رامی‌توان 
در هیات مرتب (« د + ذ ج) محاط کرد ۰ 


۷-۲-۲۳ : قضیه : 


تایع چم <-۶:2؛ بطوریکه [(ا و 0)]- (ه)برای هر <2>يكممریخش 
يك بيك از حلقه یکاس وجابجایس مرمب (. ر + و) به هیات مرمب (. و ج ز () است ۰ 


شان می دهیم که 4 يك بيك است ۰ فرش کنیم (ط) -()* در اینصورت 


[ ۲ طً - [(۱:)] و در نتیجه پنا به ۱(:۲۰۱-۲۲ءط) بم (اره)-پسس 
۱-< 0۱ و درنتیجه ط << بنابراین ۶ يك بيك است * فرض کلیس.م 
#2 > و »#,د راینصورت داریم : 


()۶ + (ه) ۶ [( رد)] + (۱مع)]-((هجهع)]-(+ع) ۶ 


۲ () ۵(۶) ۴ > [(۱,ه)] [(امه)] < [(۱مطع)] > (طه) ۴ 
اگر دا , آنگاه روشن است که (ط) ۴ < (*)۴-فرض کنیم وا >:0*د راینصور 


۷۰ ۱ - 2۱9 ۰ -صاو "ح > | -۱.او در نتیجه [( + ۵)] > [(۱ءع)] ۰ 
پس با فرش وا > :۵ « نتیجه می‌شودکه . (ط) ۶ > (۴)0* بنابراین ۶ يك همریخش 
يك بيك از حلقه یکانی و جابجایی مرتب (. و + ز ح) به هیات مرتب (. و + ز ۵)است * 


تذکی: تابع ۸ <-7: در قضیه فوق را در دظر می‌گيريم * در اینصورت داریم : 
۰21 | [«,-]1-[2] ۶ 


از قضیه فوق نتیجه می‌شود که (۰ء + ز 2) با رابطه ترتیبی > با + ز[۴۲7) 

بارابطه ترتییی > یکریخت است* بدابراین اگر ح را با (] ۶ یکسان فرض کدیسیم: 

می‌توان فرض کردکه 27 درداخل (6 قراردارد * بااین فرض عصر [(۱ ۲ 6))] در 
۵ رابا ۰۰7 نمایش می‌دهیم * 

عصر ‏ ۸ ع [(طدع)] رابانماد ی" که نمایش يك کسر باصورت 24 و مخضسرج 

و می‌باشد , شان داد ه می‌شود و همانطوریکه در بالا گفتیم 7 < 0 برای هسسر 


227 ۰ در ایدجا مااحظه می‌شود که اگر 2 <عريك ععصر چم باشدو ه عٍ »2 ه 


ٍ- - 
آنگاه 6 < ۰2 همچنین‌ی‌نویسیم و« 


۷-۲-۶ : تمرین : فرض کنید چه > 2و2 ۰ شان دهیدکه : 
(الف ) و < < جسه 3 جع و +2 

(ب ) زب 2 جح ه ع 2۸2 ژد چم 2 

(ج ) 3+ > 2+« حسه > ۰2 

( م) 


7 > و << ۰ < > ۰2 


۷۲-۲-۰۵ : تمرین : فرض کنید ۵ > او رف ره رع2 - تشان د هید که : 


۳ ۳ ۳ ف‌ 
(الف ) و +2 > و +2 جسه و > 8 ۶ 2 > 2 


(ب ) > و >ه چ و وه 2 > ید > ه 


۷-1 : تمیین : 

شان د هید که بین هردو عدد گویا يك عدد گویا قرار دارد « بعبارت دیگرشان 
دهید که برای هر 28 > 3 ,2 داريم ۳ 

( ۰ > ۸ 3) 3 جح وچ > ۶ 

۶ اعسداد حقیقی 

در قسمت قبل دیدیم که (. و + د ۵) يك هیات مرتب است * ولن همانطوریکه 
دیدیم که نسبت ضلح‌يك مربح به قطر آن يك عدد کویا نیست ؛ یا معا دله ۵ ۷ - مر 
در 4 جواب ندارد * بنابراین نیاز به بسط 2 به مجموعه کامل تری از اعداده‌شاهد ۰ 
می‌شود * در این قسمت به انجام اینکار م‌پرد ازیم وبا استفاده از مجموعه اعداد گویاه 
به سادگی روشهای ساختن از ۸ یا ساختن 4 از 2 دیست و روش‌کاربهقسدا ر 
قابل ملاحظه ای پیجیده تر س‌باشد " البته روشهای مختلی برای ساختن اعداد حقیق 
از اعداد گویا وجود داردو در ایدجا یکی از این‌روشها را ارائه س‌دهیم ۰ 


۷-0 تعصریف: زیر مجموعه ۸4 از ۵٩‏ يك برش . ددکیند تامید ه می‌شود اگسسسر 


داشته باشیسم 
(الف) ه۵ عچ »4 ؛ 
(ب ) ۵ ا؛ 


(ج ) ۸ از پائین بسته باشد زبدین معس که اگر 4 ب2 و بر > #: آنگاه ماء ل» 
(د ) ۸ بزرگترین عصر ند اشته باشد : بعبارت دیگر برای هر بر > م2 , وجود داشته 
باشد و بطوریکه ۶ < و ۰ 


۹ : محال ۶ 


(الف ) زیر مجموعه ۰ > 2 ۸ 2۶۵ |عداع هه از يك برش دد کهنداست ۰ 

زیرا که ۵ ع ها , مثلا" با (-و 0 وین + مثلا مغ |۰اگر ب 226 و 
آرگا ه ۰ > 2 > و در نتیجه 0> و 7 ۳4 همچنیسن 

اگر هه ع عدر , آنگاه .> وبنابه ۱۷-۲-۱۲ ۵ > 4 وجود دارد بطوریکه 
۰ > ۵ > ۰.2 بتابراین دا بن و م بزرگترین عصر ندآرد * پس ) يك برش <ر کیند 
است ۰ 

(ب ) مانند بدد |الف ) م‌توان‌شان داد که (۱ > 0۸ > مدید لح یلك برش 

درکیند. است* 


۷-1-۲ : تعریف : 
مجموعه همه برشهای د«کیندرابا ۲ نمایش می‌دهیم * هر برش دد کیددرا 
يك عدد حقیقش می‌نامیم و در نتیجه 0 هجموعه همه اعداد حقیقش است* 


درادامه این قسعت میخوا میم دو عل جمع و ضرب ويك رابطه ترتیبی روی ۲ 
تعریف کنیم و سپس نشان د هیم که (۰د+ ز /) يك هیات مرتب است * همچدین شان 
می‌دهیم که 2 در تعریف ۲ 1-۲-۵ صدق م‌کندو در نتیجه يك هیات مرتب کام_ل 
س باشد * در قسمت های آو؟ این فصل برای تعریف روابط ترتیبی روی 27 و 4۸ 
ابتدا 22 و "6۵ را تعریفکردیم و سپس روابط ترتیبی روی آنها را معرش نمودیم *در 
ایدجا بریکس عل می‌کنيم *ابتدا رابطه ترتیبی راروی (/ تعریف‌‌کنیم و سپس خ/ را 
مشخص می‌تمائیم * علت اینکار این است که رابطه ترتیب روی 8// بسهولت قابل تعریف 


است ۰ 


2-6 تعریف : رابطه > را روی | بصورت زیر تعریف می‌کنیم : 


ع ده جسه ۷ > 4۸ 


صقفصه : ه ۳۲۲ 


در اینجا یادآوری م‌کنیم که منظور از ۷ یعس 7 ع بر و 7 با * 


۷-۲۵ مثال : 


اگر ها و 7 بترتیب اعداد حقیقی در بندهای [الف ) و (ب ) , 1-۲ -۷باشنده 
آنگاه > ۸ * زیرا که روشن است 7 ۰۸ 


۷-1 : قضیه :_رابطه > ریی | تعریف شده در؟ --۷ يك رابطه ترتیبی خطص 
اکید است ۰ 


اثبسات : 


فرض کنیم چ] ع سب ولا رها و زا > نش و رو > 7 * در اینصورت > .دا و 
۷ از در نتیجه ۷۶ > دا *پس عبر > ۸ و در نتيیجه > انتقالی‌است * حسال 
فرش کنیع ۳ > درم * میخوامیم نشان د میم که دقیقاً یکیاز حالات زیر برقراراست 
۷۸ ۷ 1 2 ۸ ۷ 1 ع لا 
روشن است که حداکثر فقط یکی از حالات فوق می‌تواندبرقرار باشد * نشان‌سد هیم که 
حداقل یکی برقرار است * فرض کنیم که دو حالت سعت چپ برقرار نباشند , یعدسسس 
7 ۶ ۸ شان می‌د هیم که حالت سوع , یعس بن 7 برقرار است* چسسون 
7 ۸« پس زا > ب< وجود داردبطوریکه 1 # 2 * فرض کلیم زا يك طصسر 
دلخواه در را باشد *اگر ۵ > > , آنگاه بدابه ۷-۹-۱ (ج ا: 226۶ که‌يك 
تداقض به 7 #۶ 2 می‌باشد *پس د »4 2 و در نتیجه بنابه ۱۷۰۲-۱۱ > و 
چون 4 2 , پس بدا به ۷۱ (ج ا,. > *پس دا ۳" بنابراین‌برای 
هر > رد دقیقاً یک از حالات زیر برقرار است ؛ 
مه > ره ۷ 7 > ۸ ۷ << دا 
پس > يك رابطه ترتیبی‌خط اکید روی (] است* 


۳ 


حال پس از تعریف رابطه > روی ( می‌توان طبق معمول روابط > ؛ < و 


<را روی 0 تعریف کرد * ولی در اینجا این روابط را می‌توان بصورت زیر بیان‌مود : 
بگ ت رز جسسه ۲( > 4۸ 


مس > 7 حسبه لا 2 ها 


۷-1-۷ : بتیجه : رابطه ک روی (/ يك رابطه ترتیبی خطی است* 
ابسات : از 1-۲-0۳ لتیجه می‌شود ۰ 


۷۰-۸ : قضیه : 


مجموعه و رابطه ترتیین خطن > روی ۳ را در دظر می‌گیریم * د راینصورت 
هر زیر مجموعه غیر تهی از ( که دارای کران بالاست , دارای کوچکترین کران بسا لا 


م‌باشد ۰ 


اثبسات : 
فرض کنیم که ۸۵ يك زیر مجموعه غیر تهی‌از | با يك کران بالا باشد * نشان 
س‌دهیم که خر مسر در ۲ وجود دارد * فرض کنیم : 
[(۰۸ ۸۶ ۸ مه 3 لد ۵ را - 24 
ابتدا نشان می‌د هیع که ۰ 1۳ * چون ۵ ۸ , پس روشن است‌که ۵ زد مه ۰ 
چون ۵ دارای کران بالاست , پس (/ > ره وجود دارد بطوریکه ۲ کم برای هر 
۶۸۵ 44 :7 آریم یه ک ده ود رنتیجه 1 6 #۵اع< 7 *چون ج/ 1-6 « پس زپ ود رننیجه 
۰7 فر‌کنیم سراع »2 و بر > لژ *د راینصورت ۸ ی وجود د ارد بطور یکه بدا 2 و 
> *چون ۰06 4 , پس مه ع لود رنتبجه )> *پسم ازپایین بسته اسست* 
حال فرض‌می کنیم 2 6 »2 *د راینصورت ,۸۵ ت ۸ وجود د ارد بطوریکه 2/۸ *چون | > ۸ » 


پس مه بزرگترین عنصرند ارد ود رنتیجه > ل وجود د ارد بطوریکه 2:6 *چون ‏ ماع پم : 
پس ۳ ,۵ ل) ‏ ب. بنابراین ره بزرگترین عخصرند ارد *پس ماه ۰ 


حال نشان می‌دهیم که ۵ ند ۳ * چون برای هر ۸ ۶6 ,تالا ع ۵ » 
پس برای هر ۸6۸ داریم > ن و درنتیجه 7 يك کران بالا برای ۸ است* 
فرض کنیم که ۶ يك کران بالای دلخواه برای ۵ باشد * دراینصورت برای هر ۸۵ ب 
داریم یاک و در نتیجه با > اپ رید ی له و در نیج > لد 
بنابراین ند زا ۰ 


: تعریف: عل جمحع‌روی 0 را بصورت زیر تعریف می‌کنیم‎ ٩ 


اوح دوم مه ء و > ع)ن مه 3| وه بدا 
بعبارت دیگر : 
مه ء و م مه | وجیه[ مدب ده 


۶ قضیه : برای هر جر > رن : دایم ج ‏ رن ۰ 


اثیسات : 


مس سوه 


چون ۵ 4 لاو مه بر , پس ۵ ع ۰۱۷ شان می‌د هیسم 

۵ عه + ۵" چون ۵ ع ی و ( چا * پس اعداد گویای کر و لز وجود 
دارندبطوریکه ۶ - 9 هه رو - ۵ > لا * در اینصورت برای هر ما 2 و 
و , داییم 2 > رو هم 4 « نیرا که اگر »2 > کر و و > 
آنگاه بدابه ۷-۱ (ج ) ما 2 و مت 23 که تداقض‌است *پس کر »> بر 
و > ۵ * در اینصورت بابه ۷-۲-۱۵ (الف) ,پچ عم > + ببدابراین 
برای هر + ه 2 ۰ داریم 4 + > »و در نتیجه + +22 +پس 
۵ + ۷+ ۰ شان س‌دهیم + ی ازپائین بسته است* فرض کتهسسم 
۸۰۰۲ ل+عجو و + > ۰2 در اینصورت بدابه ۷-۲-۱ (ج ) 

( )+ و + >(و-) جوو در نتیجه ‏ 2 > ل -چ » زیراکه ه - (و) + ۰ 
پس‌پدابه ۱--۷(ج ): مه > و - 3" حالچون و +(2-9)- وه »> -3 


و موی وه پس مج مه ۰ ۰2 بدابراین 7 +م ازپائین بسته است * حال نشان 

می‌د هیع که 17 + بزرگترین عصر ندآرد * فرض کنیم دج نا »و هم که در آن 
ماع 2 و > و *چون او ره بزرگترین‌عصر ندارند : پس ‏ ن ع 2 و 
مه ت ی وجود دارددپس > و و > و ۲ پس بنابه ۷-۳-۵ (الف ) , 


ق چیه > و +۰2 چون جر چ هرا 6 و جع و پس + م بزرگترین عطصر 
ندارد * پنابراین ۲ ء +ده 


کی 
میخوا میم نشان دهیم که (+ ز ۳/) يك گروه آبلی است* بعلت طولان‌بسودن 
اثبات , تحقیق اصول يك گروه آبلی در مورد (+ ز<) رابه قضایای زیر تفکيكس‌کدیم * 


۲-۰-۱ : قضیه : 


(الف ) عل جمع روی ۳ شرکت پذیر است ۰ . 
(ب ) عمل جمع‌روی ۲ جابجاین‌است * 


اات : 
[الف ) فرض کنیم ٩‏ > ده ۷۸:۷ * در اینصورت بنابه ۷-8-۹ داریم : 
اع 2 0۸ چ ن +4 ]میا ج( 17 + ) 

چون .. حره + ن عیر «پس و + ید جح ۱2 برای با 2و مه و "بدابراین 
داریم : ۲ 
ام مرو و ده |( جع[ عبه جرمه + ع) 
بنابه ۷۰۲-۵ (الق ), (2+ )+2 2+( +2) و در نتیجه داریم : 

هه > + و ها | (2+ ق) چیه اس +ررو + ه) 


(حبه + )٩7‏ + ون < 


پس جمع شرکت پذیر است ۰ 


[ب ) اثبات این بدد را بعنوان تمرین بدویسید ۰ 


۷-1-6 : تعریف : تعریف : 
م‌کدیم اه عم ۵ ]له 


در ۷-۶-۲ (الف) , نشان دادیم که 6 0 * درقضیه زیر نشان می‌د هیع که ه 
عصر صفر (+ 3 ۲/)است ۰ 


۷-۰-۲ : قضیه : 


اگر ه عدد حقیقی تعریف‌شده در ۷-۱۴ باشد, آنگاه ه عصر صفر (+ ز ۵ ) 


است ۰ 


اثبات : 


برای هر ۸ , نشان می‌د هیم که ۱۸ < ه + ۸ * فرض کنیع ه +د > +2 

در ایتصورت هه و » > و *درایلصورت چه4 2و ه > و *بنابسه 
۷۲۳-۶ ۱ج ), ۰ +2 > و+عرو در نتیجه 7> +2 ۰پس بنابه ۷-4-۱(ج) 
۸ 6 2+۵ * حال فرض‌کنيم ها »2 * چون 4 بزرگترین عصر ندارد , پسس 

> ب وجود دارد بطوریکه 3 > 2 * در اینصورت با استفاد ه از۷۲۳۲-۱ (ج : 
داریم ۰ > و - 2۶ و درتتیجه ۰ > ن -۰2چون (9 ۰ <) ج+ن و ها ع ‏ 
و هه 2و پس ه + ع بنابراین * <ه + *بیابه ۷۳۰۱۱(ب )ی پب 
جابجایی است‌و در نتیجه + < ه + ۸ د+ه *پس ه عصر همان (+(]) می 


باشد ۰ 
تذکسر: 


نها اصل باقیمانده از اصول يك گروه آبلی اصل (ج ) در 1-۲-۱۷ است که 
باید در مورد (+ ذ (/) تحقیق شود * یعس باید نشان دهیم که برای هر 0 ن. دا- 


در 0 وجود دارد *اگر عدد حقیقی ها معکوس ۸ نسبتبه عل +باشد , آنگاه باسد: 
داشته باشیم : 


۳ ۳ , 
ه < ( ها > وم ج وت با + ۸ 


پس با استفاده از ۷-۹-۱۲ و ۷-۳۲-۱6 (ج اه برای هر ع > م2 باید داشته باشیم : 
(ه > + بد چ با > )۷2 چب (9> ۶ + جست +ا 6 2۷) ۷2 


(2- 2 چید ما 062 ۷2ج 
بدایراین بدظر م‌آیدکه اگر تحریف‌کنيم . (ما # "نم - ما1 آنگاه را 
معکوس ۸) دسبت به ععل *است * زیراکه دراینصورت , برای هر ی 2 , خواهیم 
داشت 2 - > رو در نتیجه 4-2 22.ولی این تعریف کاملا د رست نیست: زیرامکن 
است له يك عد د حقیق‌نباشد *تعریف درست ۸4 - بصورت زیر است : 


۷-1-6 : تعریف : برای هر ( > ب , تحریف م‌کنیم : 

مه + و و > رم )۸3 1۱۵ - 
در زیر نشان م‌د هیع که ۸ - يك عدد حقیق‌است و معکوس ب نسبت به عل * می‌باشد . 
قبل از اثبات این مطلب ابتدا قذیه کمک زیر را اثبات می‌کنیم * در اینجا با توجه بسه 
بحث های قسعتهای قبل در این‌فصل , فرش م‌کنیم که  6(‏ 2 > ۰۷ 


۷-0: قضیه_ زر 

(الف ) فرض‌کنیم ۵1 يك عد د صمحیح باشد بطوربکه ه <» *د راینصورت برای هر عد د صحیح و : 
عد د طبیمی 27 وجود د ارد بطوریکه ۶ 0 > ما . 
فرض‌کنیم یر يك عدد گویا باشد بطوریکه ه < :2 *د راینصورت برای هرعد د گوبای ین , 
عد د طبیعی (7وجود د ارد بطوربکه 2 70 > پْ . 


۱ فرض‌کنیم 2 يك عد د گوبا باشد بطوریکه 2۰ فاراینصورت برای هر عد د حقیقی به : 
اثات 9 مه ت وا وجود د ارد بطوربکه هه 4 + ید . 


(الف ) فرض کنیم ۷ 272 وجود ند اشته باشد بطوریکه 0 | * پس برای صتر 


, داریم > ۰ * چون 7 - لج و ۳۲ م «پس ۳ ۵ ودرنتیجه 
۶ ۴۵ * همچنین چون 02 و و< هو ده پس 2۳ > ط و در نتیجه 

۷ * بمانوه برای هر 0 , داریم ۶ * پس نتیجه می‌شود کسسه 
برای هر ۸۷ 77 :داییم > 7 و در نتیجه ط بزرگترین عصر /۸ است که یسك 
تداقش می‌باشد * زیرا که ۸۷ ۱2+ هو ۱+ وا ط-بنایراین ۸۷ 6 7 وجود داشته 


باشدبطوریکه 7 > ط ۰ 


(ب ) فرش کنیم 4 << و 4 لا , که درآن 2 6 4 ر راوج و )۰ 
در اینصورت تج ع همم و جح ی ط" بتابه‌بدد الف اه ۸۷ 77 برد دارد 
بطوریکه که ی کب و و در نتیجه ( )> 7 یخی »2 7 ب لا . 


(ج ) اگربرای هر ۸۷ بد, داشته باشیم 4 ۲۰۰ ,آنگاه ۸ < ۰ زیرا کسه 
بنابه بند (ب )برای هر ۸ > 2 وجود دارد ۸۷ < بطوریکه 72 > 2 و چون 

۸ 6 72 , پس بنا به ۷۸ (ج ار ۸۵ > 7 و در نتیجه ۸۲ که این 

يك تتاقض است * بدابراین ۸۷ ۰ 7 وجوددارد بطوریکسسه _.. ها > ع2 2 و 
6۱۵ پس‌اگر 7 ع< »2 - م2 (۱+)-لز, آنگاه‌هءژوی ۶ پزبند. 


۷-1-۱ : قضیه : فرض کنیع 64 ۰0 دراینصورت داریم : 
(الف) ۲ 0- 


(پ )اه ع هه + (ا-)ع ری )چدن 


(الف ) نشان می‌دهیم ط ۰-43 چون ۵ +« پس 4 2۶ وجود داردی‌طویگه 

۸ ۴ 2 * فرض‌کنيم (-بر - -ل * پس با استفاده از؟۷-۲-۱ (چ )« 2- > ۰3 

چون ها (2-)- -<ع2: پس بنابه ۱6--۷: ۵ - > و در نتیجسه 
۰۵۸ شان می‌دهیم ‏ ۵ + ۰-۱۸ چون ‏ ه + را : پس ۵ > 2 

وجود دارد بطوریکه 4۸ 2.اگر دا - 2-, آنگاه بنابه 0۱۷-۱ > 


صفحه :۳۳۷ 


وجود د ارد بطوریکهب» عا-و لا ۶ + دراینسورت 4 زا وچون. بع <: پس‌بدا پسبه 
اسات۷(ج ه ۱ ع اد کم یاک تناقض است پس بل #۶ - ود رنتیجه 2 اد *لشان 
می دهیمکه ل۱- ازپایین بسته است *فر‌کنيم ن-ع<و ) زا *درایضور ت بدسسابه 
؟ سا ۷, و > 5 وجود دارد بطو ریکه ج > و باع وسو لا > ل*پس سس 
+ (د و داعغ < - ود رنتیجه بناپه ۱۶ ۷ دای (ا* پس‌باازبایین پستسسسه اسست 
حال نشان می د هیم که‌د بزرگترین خصرند ارد *فسر‌کنیم ی 6 2 *د راینصور ت بناببه 
؟ اس ۷ , ۵ > با وجود دارد بطوریکه نو (-*بنابه ۷۲۱1 ۵ 2 
وجود دار د بطوریکه داب و + پس‌بنابه ) اسات ۷ خاتع و > 2 *بنابرا سین 
ها - بزرگترین علصرند ارد *پس 6 > ۱۵-* 
آب) نشان می دهیم ه < (لاس) چا *فرش‌کنيم (دا -) چدف 6 زابیا, که درآن بدا و 
- 6 ۱*د راینصورت بنابه )۱اس-۷: با لاو ۸ > وجود دارد بطور یکه نو 
لا ۶ - «اثر 2 -, آنگاه جون ۷ > , پس‌بنا به اس ۷-۶ اج ): دا ع چ -که يك‌عا ئض 
است *پس ی ودوج س با ود رنتیجه پنابه ۷-۲-۱۵ (الف اد (ج)کزاید: یعنسی ‏ 
ب> ۷ *بنا براین ۰ > ( ۲ «حال فرش‌کنيم ‏ د > 2" *د راینصورت ۷6 ود رنتیجه 
۰ 22 *پس‌بنابه )۱سس(هار ۵( «پنابه ۱۵ کت ۷(ج اه بای با وجود داردت 
بطوریکهبا ۶ (*3۳)+ ۰ فرض نیم را - + -ج*دراینصورت ‏ دا ۶ خ- *چون مک: پسس 
> ۶ ود رنتیجه بنابه 4 اس۲سل(ج ا: چد ساپس > ردو لا ع وه 
بنا براین‌دا- ه یود رنتیجه (دا) با > (ل ۷۲ ) + و *پس مد (دا-) + باه 
چون + جابجایی است , پس‌م- داب (د) * بدا براین دب معکوس بانسبت به عمل +است * 


1 ۲ ۷انتيیجه ۰ (+ر۲)) يك گروه آبلی است ۰ 


اثبات : از۱۱اسس-۷, ۱۳۲سا ۷و0 ۷-۱ نتیجه می شود ۰ 


تسدذکر!: 


دراین مرحله من خواهیم يك عمل ضرب روی ]تعسریف "نیم وسپس‌خواص‌آتر | بسررسی 


تماییم * برای اینکار ابتدا ضرب دو عدد حقیقشل مه و را بطوریکه < 4 وه < 1۳ 
تعریف می‌کنیم و سپس آترا برای هر دو عد د حقیق تعهیم م‌د هیم * 


۷-۸ : تعریف : فرض کنیم ۱ ۰۳ » بطوریکه ه < ها و ه < 2۳ *د را یدصور تعریذ 


می کنیم : 
او« - مه < ومه ما مست) ورد 3 ۰۷ >۸)2 ۸ 6 2 ۸۷ 


: قضیه‎ : ۷۰۰-٩ 


اگر و م+ دوعدد حقیق با شند بطوریکه ۶ او ن چ< /۱ آگاه 
۷ + يك عد د حقیقل است ۰ 


۱ ت : 


نشان می‌د میم که ۵ 4 ۷ ۰۸ اگر برای هر 4 6 »2 داشته باشيم و > ءر» 
آنگاه » ک ۸4 که يك تتاقض‌است *پس بات »2 وجود دارد بطوریکه ه بر »2 . 
بدلیل مشابه ۳ > ل وجود دارد بطوریکه ه < 4 اگر ه > عم يا ه 
آنگاه » - و عر - 3 و در لتیجه رن > 2 اگره < یر و < رن م آنگاه 

وت و * - 2*پس چ رب ۰ شان س‌د هیع که ۵ عد 7 با.چون 

4 و ۵ + ۱7« پس ور ع وارع<2 وجود دارندبطوریکه ما 2۶و 27 ٍ 3. 
در اینصورت »2 << برای هر ین عم و و < بر برای هر دای + چون 
دجبا ویجرا پس ان ید ور ع و وجود داردد بطوریکه »,ند وه < 3 . 
یتابراین ه <عد وه ج< و ودرنتیجه ه جو »2 * حال اگر حون » پر نم ,آنگاه 
باید م ع و ره و وجود داشته باشندبطوریکه ه ح 2 و ه د با و 
ع< ‏ »2 که‌يك تداقض است زیرا که لو عد < و2 *پس دی بر بر 
و در نتیجه ۵ 4 ۷ ۰ شان می‌دهیم که "را ده ازپائین بسته است * فرض‌کنيم 

سهعوو و4 کج »اگر ه ک و , آنگاه بنایه ۱۷-۸-۱۸جه ع2. 

فرش کنیم و < آچر *درایصورت ه < 2 ودرتتیجه 2 و ل 


صفحه : ۳۹ 


وجود دارند بطوریکه ۰ < 2+ ه < و وود > و * 
حال دارپم : 


۱ یف 2 
اتکی 


7 2 
چون و > ۰>7, پس ۱> م2 و در نتیجه 4 >( و ) که نتیجه س‌د هسد 


4 <(ج )۰ بدابراین << ما 6 * نشان می‌د هی که 2 ما بزرگترینععصسر 
ندارد * فرش کنیم ره بدا ء و و ک هر * چون ه < 9 و 0 < ره *پسسسس 
۸4 2 و رو ع ب وجود دارند بطوریکه ه چ 2 د » < و وچون »)و مه 
بزرگترین عصر ند ارند ۰ پس _ بدا ع2 و > ل وجود د آرند بطوریکه و <.2 و 
ه < لو * در اینصورت ادا و بجع و چ < 2« حال فرض کنیم و چم * 
در اینصورت +۸ »2 و ره ن وجود دارند و هه < لو 22 ۰2 
چون عم بزرگترین عصر ندارد, پس . با م2 وجود دارد بطوریکه ‏ 2 < عد *اگر 
او , آنگاه‌پنابه ۷-۲-۱۲ (ه)و ۱۷-۱-۱۸ وود و رون و. 
پس مه بر بزرگترین عصر ندارد * 


4 
قبل از تعمیم ۷-۱۸ به حاصلضرب هر دو عد د حقیقی : زیر مجموعه ۳۲ از + 
راتعریف می‌کنیم و نشان می‌د هیم که در شرایط (الف ) و [ب ), 1-۲-0۰صدق 
می‌کنسد ۰ 


: ی ۲ 
۰--۷: تحریف : زیر مجموعه ج[ از ۳ را بصورت زیر تعریف م‌کنيم : 
۰ 1۵۸۸۵۸ < ۳] 
۷-1-۱ : تمیین _: فرض کنید ۰6۸6/۲ شان د میدکه : 


اه 
(ه <ع2 ۸۸ > ) 2 3 سس داز 6 ۸ا 
۲ ۷-۰-۲ : قضیه : 


۳ پ 
(الف ) خ دب ]2+ وس با ۱ 4 


اب )برای هر  /(‏ د دقيقاً یی از حالات زیر برقرار است : 
4 
۰ ۷-۸ ۵۸ ۰۷ ها 


اثبسات : 


۳ 
(الف) چون ۶ رد , پس بنابه ۰۷-۹-۲۱ ۸ > 2و و ء 3 وجسود 


داردد بطوریکه ۰ 2 و ه ج ‏ * پس بدا به ۷۰-۲-۰0 (الف ) , 
هچ + 2 *چون ما + ع 9 ۱2۰ پس بنابه ۷-۰۲-۲۱ , 
+ 
۲ 6 7 + ده * همچلین چون ه ج 2 و عدرا 2 : پس بنابه 

۰ ۸ ۷-۱ 

(ب ) اگر ن > عر وجود داشته باشد بطوریکه ۰ <2, آنگاه‌بنابه ۷-۱-۲۱ * 
ات 4 ۸ * پس فرض کنیع ها عصر مثبت ند آشته باشد * در اینصورت دو 

حالت پیش م‌آید * یکی ایدکه 4ا شامل همه اعداد گویای مدفی باشد که د راینصورت 

» < م و دیگری اینکه عدد گویای منفی 2 وجود داشته باشدبطوریکه ها # 2 ۰ 

جهن ه > »و پس > ع2 و در دتیجه  >-«»‏ - *چون بل :2-(-) - 

پس بدا به ۰۷-۶ ۱۸- 6 2 و چین هو 2 , پس پنابه ۷-۰-۲۱ 

4 
۳ 6 - * بدابراین برای هر ۳ > ۸ یکی از حالات زیر برقرار است : 
مه 
۴ ۷-۸ ۳ ها ۰۷ > با 
روشن‌است که اکر » < ب , آنگاه هیچ يك از دو حالت دیگر نس‌توادسد 
اتفاق بیافتد * همچنین دو حالت (1 ء ب و ۰1 ۸ - نس‌تواندد باهم برقرارباشند : 
زیرا که در اینصورت‌با استفاده ازبند (الف ) خوا هیم داشت ؛ 
و ی ما + (ما-) > ه 

که يك تناقض است «پس دقیقاً یکی از حالات فوق برقرار است ۰ 


۷-۲ : تعریف : ماندد 1-۲-۵6 برای هر ( 6 ۸), تعریف س‌کنیم : 


اگر 0۵ << را ‌ ۱ 
اگر ۵ حد با ۳ ‌ ۱ ۸4 | 


اگر 9 > لا و ۳ 


+4 
۷-1-۶ : تمیین_: برای هر / > ۵ شان دهیدکه ۰ < 4 یا ۳ || ۰ 


۱۷-5-90 تعریف : عل ضرب روک ۲ را بصورت زیر تعریف می‌کنيم : 
آگر ۵ ع باه ها و 0 
اگر(ه <۶ و 7 ج دا ) یا اه > وه > ا) و ۱۱| ۱ 
)- 


اگر (» <۹۷۶ وه > 4ا) پا(ه>عا ده < ا) و(ا )ها 


۷-6-1 : تمرین : فرض کنید 6۱ ۸ ۰ نشان دهید که : 
۰0 ۸ - سح 0 < ۸ 
۷-۷ : قضیه : 
(الف ) ضرب روی ( شرکت پذیر است* 
(ب ) ضرب روی ۲ جابجایی‌است ۰ 
اثیسات : 
(الف ) باید نشان د هیم که برای هر ج( ع مه ه مره 4 داریم 
( یدح ماع زره ( ۹۶ 0) 
وق که ۵ ج ۸۶ مه زو ه < مه آنگاه تساوی فوق از شرکت پذیر بسودن 
ضرب روی (4 بدست می‌آید * اثبات در حالت کلی نیزبا در نظر گرفتن حسالا ت 


صفحه : ۲۷۲ 


مختلف بد ست می‌آید * بعدوان تعرین این اثبات را بدویسید * 
(ب ) برای اثبات این بند باید نشان دهیم که برای هر ج > حد ع) داریم : 
بل را" بح را" بر 
مانند پند ([الف) :, اگر ه ج< نم و ه چ سره , آنگاه تساوی فوق از جابجایسی 
بودن ضرب روی 2 بدست می‌آید * اثبات حالت کلی نیز با در نظر گرفتن حسالا ت 
مختلف بد ست می‌آید و بعنوان تمرین آنرا بدویسید * 


۸ -۷: تعریف : تعریف م‌کدیم : 
۸۱ 1۰ 


در ۷-۶-۲ (ب ) , دیدیم که تدات | در قضیه زیر نشان‌می‌د هیم که ۱ عنصو 
همانی ۲ تسبت به عمل ضرب است ۰ 


: قضیه‎ ۱۷-٩ 


عد د حقیقی ۱ تعریف‌شده در ۱۷-۰-۲۸ عصر همانی (] نسبت به عمل ضر ب 
است ۰ 
برای هر ۱ ۰ 4 شان می‌دهیم ها - | ۸ + چون عد د گوهای سم محعلق 
په ۱است‌و ه < بل «پس بدا به ۷-۵۱, ه < | » فرض کنیع ه ج بن 
و ۸7 > 2 اگر ه > و , آنگاه ۸ > 2 * زیرا که چون ه < بن : پس‌بدابه 
۷-۱, 4 2 وجود دارد بطوریکه ه < 2 ودرنتیجه 2 > 3 وا 
به ۷۳۹-۱ (ج )اه > فرش کنیع ه < ی * در اینصورت ۸ > 2 و ۱ 
وجود دارند بطوریکه » <»2 « ه < بر و 2 3 چون 6۱ 8 « پس ۱ > ل و 
درنتیجه داریم ۱>و>مو 2 > ه *پس بنابه ۷-۲-۱۶ (ه )اد > و »2 
و درنتیجه بنابه ۷-۹-۱ (ج ا, 4 > 28 2 2 حال فرض‌کنيم ب ع »2 اگر ه > »2 
آنگاه 1 4 > 2 ۰ فرش کنیم ه < 2 * چون ب بزرگترین عصرند ارد 


پس +4 > و وجود داردبطوریکه و > 2 و در نتیجه با استفادهاز؟ ۷-۳-۱ (ه ) 
داریم ۱> 3 *پس دایم (2 )و ع که درآن > ل ۰ ۰ ۰< ل 


و 6 *پنابراین ان < *پس یب < ۸47 ۰ 


حال فرض کنیع ۰ ۰ در اینصورت بنابه ۷-۲0 ,و داریم : 
مه ۵۸۱ |- -(۱۵۸۱1) -< (|۱1 ۱۵۱) - < 1 

اگر » ع ن , آنگاه بنابه ۷-۰-۵۵ ۰ <۸7 و در نتیجه 4 ا۸ا* چون ضسرب 
روی ۲ جایجایی است‌پس, ۵4| و در نتیجه داریم ده < 1۸ < ۸ ۰ بدا 
براین ۱ عصر همانی ۲۳ نسبت به عمل ضرب است ۰ 

حال برای هر ن من بطوریکه ۰ + ۸ میخوا هیم يك‌معکوس سبت به عسل 
ضرب برای دا تعریف‌کنیم " ابتدا تعریف را برای هر ۲ > ۸ بطوریکه » < 4 انجام 
م‌د هیم و سپس با استفاده از تابع قدر مطلق آنرا تعمیم س‌د هیم * 


۷-۶ : تعر یف + فرض کلیم (] > ن و ه < مه در اینصورت تحریف س‌کنیم : 


اب 
ی ۸ 
اگر ه > ین , آنگاه تعریف می‌کنیم : "۳ 
( ۱۵۱ -ع ها 
قبل از اثبات این مطلب که 1۳ ع َو "را معکوس 4 نسبت‌به عل ضرب است, 
آبتدا قضیه کمکی زیر را بیان م‌کنیم * 


۷-۰-۱ : قضیه : 


[الف ) فرض کنیم چم ع »2 و ۰ < 2 * در اینصورت‌برای هر ۸۷ 6 (7 دارم : 
ام 5 
۴ + ۱ زر (۰+ ۱) 

(ب ) فرض کنیع چ) عع< و چعد * در اینصورت برای هر چ ‏ م بطوریکسه 


ه < ده عدد گوپای من > بر وجود دارد بطوریکه ۸ #4 و 2 ۰ 


ایات : 


(الف) اين بند را بعنوان تمرین نشان د هید * 
(پ ) چون ۱<عم «, پس ه < ۰2-۱ در اینصورت با استفاده ازبند (الف )برای مر 


۷ 7 داریسم : 


7 
0ج ۱ ((-ع) جا) و 


اگر برای‌هر 6۵۷« , داشته‌باشیم بن ‏ آ2, آنگاه 4۵ < ۰۸ زیرا که چسسسون 
ه < ۱- 2 , پس پستا به ۷-۶-۱۵ (ب ) برای‌هر ۵ > چ وجود دارد ۸ 7۰ 
بطوریکه (۱- ع2) 40 3 و در نتیجه (7-۱ +4۱ 2 که نتیجه می‌دهد > 2 
چون ا > »2 , پس بدا به ۷-۶-۱ (ج )* ما چ و در نتیجه ۷ ۸ که یسك 
ساقض است * بنابراین 6۸۷ 7 وجود دارد بطوریکه ‏ ب »2و 4 6 ۲ جر 


+21 
پس اگر 27 < یگ -لءآنگاه دا زو 4 +۰29 


۷-۲-۲ : قضیه _: فر‌کنيم ‏ ج] > زر و ۰ << ۸4 * در اینصورت داریم : 
(الف) ۳ > "مر 


(الف) ابتدا فرض می‌کنیم که ۰ < ۷ *بنابه ۱۷-۱-۳۰ ماه و درتیجسه 
- سب 
9 ع د.شان س‌دهیم که 6 عد با * چون ۸۰ : پس بلس بسه 
۷-۰۱ , ۸ > 26 وجود داردبطوریکه ۰ ( 72 و در نتیجه ۵ ح چ 


آتاع بل , آنگاه بدابه ۰۷-5-۲۰ > وجود دارد بطوریکه 


۳۳۵ 


> و ماهس > »۰+ پس > وچدن ماع پس 4 > 
ی :۱ ِ ود رنتیجه ۵۸ د «نشان مس د میم که | 3 
پایین بسته است *فرض‌کنيم ی بر و > *اگر ۰ >2, آنگاه و ود ردتیجه > کز, 
فر‌کنيم .2 > 6۹*۵ *دراینصورت > چم وجود د ارد بطوریکه پر 2 و 4+ ( *چسون 
پس > و ۸ سر ود رنتیجه ناب * ات۷ 7 
۲ ۳ اه 
ا زپاییسسین ستسسسسسه اسست ۰ شان مد هیم که ۸ بزرگترین ععصر 
ندارد * اپتدا نشان س‌د هیم که چون » < ها « پس ‏ مر :2 وجود دارد بطوریکسه 
۰ چون ۰ج و 8۵ داپس جه > 1 وجود دارد بطوریکه » چوو ب و * 
در اینصورت اگر - و , آنگاه ۰ج« و ۰ چون چ > ه , پس پنا پسه 
۲-1 -۷: #۸ ۰ 2 وجود دارد بطو ریکه خ > <۰۰>۰ پس بدابه ۱۷-۱۰ ام ی »2 
وداريم »<»2* حال فرض کنیم با > »2 * اکر ۰ 2 آنگاه چون ای شامل یك 
عدد گویای مثبت‌ماندد پا است , پس و > »2 * فرض کنیم و < ۰2 در ایدصسورت 
۵ > و وجود دارد بطوریکه > »2 و ۷4 ۲ *بنابه ۱۲-۲-۱۲ 2606 وجود 
دارد بطوریکه 8 >۰2>2 پس بنابه ۷-۱-۲۰: اما وو 2 >۰2بتابراین نآ 
بزرگترین عصر ندارد *پس ا لب ۰ 
- - ۱ 1 
حال فرش کنیم ه ۸ * در اینصورت (۱۵۱)- ۰۸ پدابه اثبات فوق‌ج 6 |۱۸ 
ٍِ- وت ِ- 
و در نتیجه؟] 6( ۱۵۱)-پس ‏ > 4 "بدابراین اگر * دا , آنگاه جع ناه 
(ب ) مانند بدد (الف ) ابتد! مطلب را پرای ۰ <۸ ثابت می‌کنیم و سپس اثبات را تعمیم 
س دهیم * فرض کنیم ۵7 ۰2 اگر » > , آنگاه ‏ ۱ ۰2 فری کدیسسم 
در ایدصورت 2 و ای » لو وجود داربد بطوریکه » < 2 , هچ و 
-ِ ت‌ م 
3 چون "ها ء وو هجو , پس 0 و وجود داردبطوریکه پر > لو و 


هم بل و در دتیجه #۸ + پس > بر و در دتیجه ۱ ببس ۱> رو در 


نتیجه ۱ ۴ 2 * فرض کنیم 2۱ * در اینصورت 2:>۱* اگر ه ب>عد و آنگاه ان ت عر. 
پس‌فرض کنیم ۱ ۰>2 * در اینصورت اج بر ویتابه ۱۷-۲-۱۲ 4۲ > 3 وجود دارد 


بطوربکه >> بنابه ۷-۰-۱ (ب ) , ۸ 6 ل وجود دارد بطوریکه ما ۰ 


3 ۱ 3 ۳ 7 
فش کم و درایسویت ۵ ۶ چین مج رموه پی‌بساست 


۷-۲-۶ مد > یعنن کر > 2 * چیسنون 
۱ اه | 1 ‌- 
دم پس لت » 2 «حال اه ما > (ع 3" بدابواین و لب . 


۱ و ا< . 
چون ضرب جابجایی است پس 2۱ ۶ ودر نتیجه " ل معکوس ه) دسبت به ععل ضسرب 


است ۰ 
حال فرش کنیع *.> ۸ * در اینصورت (۱- -ن و همچنین بنابه ۷-۲۰ ۰ 
آت - ۳ 
(۱۵۱)- بت ۸ پس داریم : ٩‏ ۳ 7 ون 
۱ آدا | |0۸ ((۱۶)-)(آه۱-)ع هه بل 
ا- 
بعالوه چون ضرب جابجایی است‌پس ۸-۱ ۸و در نتیجه "لا معکوس ۸ نسبت به 


۲ [ 
عمل ضرب است ‏ بنابراین برای هر » ۸ « 4 معکوس دا نسبت به ععل ضرب است* 


۷-۳۳ قضیه_: ضرب دسبت‌به جمع روی (] پخشی‌است ۰ 


ابات : باید نشان دهیم که برای هر + « مه : ده داریم : 


ما کچ مرت اعد سا ار + هنا) 
البته چون ضرب جابجایی است, پس کافیست یکی از تساویهای فوق اثبات شود * با د ردظز 
گرفتن یکی از تساویهای فوق: ایتدا باید آنرا در حالت ۰< 4 , ه وم و ه <رمهفابست 
کرد و سپس اثبات سایر حالات را از روی آن بد ست آورد * بعدوان تعریناثبات کامل ایسن 


و 


قضیه را بدویسید * 
۷ : نتیجه : ساأختمان جبری .+ ز 0 ) يك هیات مرتب کامل است ۰ 


اثبات : 
از ۷6۸ ۷6۱۷ 6۲۷ الا ۷-۲۲۲۲ 


نتیجه م‌شود * 
حال نشان می‌دهیم که هیأت مرتب (.د+ ز 2) را می‌توان در هیأت مرتب (درج ز) 
محاط نمود * قبل از اینکار به تعریف زیر توجه می‌کنیم * 


۷-۵۹ : تعریف : برای هر ۲ 2 2 , تعریف م‌کنیم : 
۸ 
امه > و۸ ۵ > ۱4 9 1 2 


در اینصورت بسهولت می‌توان دیدکه ۰ 0) » 6 * 


۷۰۰۰ : قضیه : 


تابع ۲ ج- ۲:6 بطوریکه ۰ 2 -(۶) ۴ برای هر ( ء بر يك همریخدی 
يك بيك از هیات مرتب چي به هیات مرتب ج/است* 


ابات_: باید نشان د هیم که برای هر ۵ و 2 ۰ دا ریم : 


(الف) ۲ يك تابح‌يك بيك است ۰ 
(ب ) ری ۶ + )۴ (9 )7۲ 


(ج ) ده ) ۲ رم ۶ ع (وع ط 
(د ) () # > (عه) ۴ جسد ۷ که 2 


این مطالب را در زیر نشان می‌د هیم * 
( الف ) نشان می‌د هیم که ۶ يك بيك است* فرش کنیم (2) ۴ - (۰۴6 دراینصور ت 
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اگر دعب عر , آنگاه پنابه ۱۷-۰۲-۱۱ جع دیا 2 > 2 *اگر 2 ام 
آنگاه 227 > 2 , در حالیکه ۳4 ور تفی هی 22 که يك تساقض است مبطریق 
مشابه اگر > 2 آنگاه نتیجه می‌شود که نك د 2 که دیباره يك تناقض‌ی‌باشسد ۰ 
بنابراین عد - »2و۴ يك بيك است* 
([ب ) بااستفاده از تعریف و ۷۲۰-۳۵ داریم : 
‌ 
[وبیه > ۵2 1212 وجنه و +) ۴ 
وبا استفاده از ٩‏ ۲-۰ داریم : ۱ 
۲ 2 ۸۱ 1 2 ۵ 
7 > ها 4 | جاح 3 + 2 (9) ۴ + (2) ۶ 
9۱ و۸ مه وبا 
فرش کنیم  ٩(‏ + 7) 6 * در اینصورت + *2>7 و در نتیجه ۰ <ج- + . 
پس اگر خن و , آنگاه » < 2 * فرض کنیم - 2 < 2 و 7-2 ۰3 
دراینصویت عهنه. و > نو رکه و ودرسجه (ی) م2 . 
حال فرش کنیم (۸ ) ۴ + (۶)2 >* در اینصورت و + ید < چ بطوریکه 2 > کر 
و 4 > 9 بابه ۷-۲-۱۵(الف): .و + یر > م2 و در نتیجه و چید> ۰2 
پس (۵+ )26۴ بدابراین (9) ۴+ )۶ (+<) ۰۶ 


3 ) این بئد را در حالت ۰ 2 و » < 7 ثابت می‌کنیم * تحقیق سایر حالات بعنوان 
۲ 
تمرین است* چون ۰>2 , پس 22 > ه و چون 22 بزرگترین عصر ندارد پسسص 


م2 ۸ 
2 > < وجود دارد بطوریکه » < 2 ۰ پس بنابه ۱۷-۳-۲۱ ۰ ۰2 بطریسق 
م ۳ 
شا به »< 4 و چون ۱2۰ پس ۰< ۰24 بااستفاد ه از تعریف ۶ و ۷-2۵ 
داریم : 


او 2 > ۵۸2 ۱33 لاه ت (9 <) #۶ 


وبااستفاده از ۷-4-۱۸ داریم : 
4 2 - () ۶( + 
(( 4 - وه <او مه کح )ند 3 > - 
|( عم < ۸3 > و 1 ۳ 
فرش کنیم ( <) ۶ ۰2 در ایدصورت ‏ «>.اگر ه > 3, آنگاه ()۴ه#۵»: 
فرض کدیم ‏ ْ »2 > >۹* در اینصورت بنابه ۷-۳-۱۶ ( ه) یه 4 وبنایسسته 


۱۷-۲۲ ۵ 26 وجود دارد بطوریکه >« > > + با ستفاده از ۷-۳-۱ (م) 


داریم 4 > رگ و بنابه -۷-۰۲: ۸ > وجود دارد بطوریکه و >> .پس 
چین هبو و >۰«بس ‏ (ی ۵۴ج)۴> 21 
وچ ۵۲06و 4 >2: پس بنابه ۷-۲-۱ ۱ج اه (ی) 2۴60۴ 
حال فرش کنیم ۰ (9) # ۰2660 اگر » > و , آنگاه چون ه <(و )۱ 
پس (9 2) 6۴ ۰ فرض کنیم 2<۰ ۰ در ایدصورت ۸ > 2 وجود دا ردد بطوریکه 
> > و لا >هو 1 < 2 *بنابه -۲۳ ۱۷-۰ 
2 > 2 - و در نتیجه (ه 2) ۰26۴ بدابراین . (9) ۴() گر (وعع) 7 
(د )اگر و عع , آنگاه چون ۴ يك تایح‌است , پس () ۴ -(۰۴)2فرش‌کنیم 
که ۰2 گر ی 22 آگاه 2 کر ودرتتیجه 2 > ۰26 


چون > 2+ پس وه کرو درنتیجه ‏ (۴)9- 6« پس (۲6 >( 


صفحه :۳۴ 


چون و > »2 , پس (و) ۶ - 2 در حالیکه )2-1 ۰2۶ بدا بسرایسسین 
3۱ ) 3۴( )۶و در نتیجه (۱3 ۶۴02۱۴ یعس (9) ۶ >( 2 بدا 


کر 

(الف ) با استفاده از قضیه فوق اگر هیات مرتب (۰د + : ) را باتصویر یکریخت آآن 
تحت ۴ , یعتی (. دز [۶]۵) یکسان در نظر بگیریم, آنئاه می‌توان‌فرش 
کرد که 0 درداخل ۳۲ قرار داوٍ د * بدین ترتیب داریم : 

(۰ 2 > ۲ 

([ب ) می‌توان نشان داد که (-د + ز 17) تدها هیات مرتب کامل است * بدین صورت کسه 
اگر (« ر + ز ع يك هیات مرتب کامل باشد « آنگاه هیات مرتب (.ر جرع) باهیات 
مرعب ( . ر + ز 0/)/یکریخت است * از اثبات این مطلب که قضیه یکتایس ( ر + ز () 
نامید » می‌شود , در اینجا صرفنظر می‌کنیم * ۱ 


۷-۷ : تمرین ؛ فرض کنید ج ۱2 مره ۸4 * نشان‌د هید که : 


(الف ) ه ج مه چم ۵ < 4 ۰ 

([ب ) حور ح ی د.. - عم اعد له ج 4 
(ج ) مدید بل رسحت 0 < رل یا 7 عد مه 4ا 
(د ) میا چ مه بت ده <(عست» ‏ م > با 


مروت کی کاس موی وه جر جوموموم ی 


سجهای: 


۰ ار به|۷/۵۶- ۵3:50 ۸ رک هگ هصه م۳ راو ز ۸۳۸۰۱۰ ص۱9" .4 
۷۰ ار کک ۸۵۵۵۷۸۱ ر ۲۳۵۵۳۷ + ۵ کیاصهصهاع ر .۱۲۰8 صحاعهمع] .2 


دم 


۰ , هما<ع۷ وک و 10 4 ۸۵۲4۵6 ر 9۳۸ ۲۷/۵5 . 


7۰ ار بهاعع/را - ما5۵ا امه( و 6عامه‌لیت ر ۸۸۰ عاحنااصی .چا 


یگ امه ۸۷۱ عه صهاطمعمسده ما ر .۲ اله مه .۲ هی .که 
۰ ۳۳-۰-۹۹ پتا و۷ ,دا ام۲ج ‏ 6 


# کب رد یف های "و 0 بترتیب توسط آقای صدالحمید دادالله و آقای دکتر محصسد 
مهدی ابرا هیمی ترجمه و توسط مرکز نشر دانشگا می در سالهای ۱۳۱۲و۱۳۱۵ ه 
چاپ شد ه اند * 


مس( 


حل مسائل مبانی ریا ضیات 


اس هدما هام (م) 
اب [([9))-9) >( 
((ه4ده) > ((ه)) 


[د) میتسسسوان 6 رابسسسه‌جستای قرارداد ۰ 
(ه) هیچ یلاز علائم > یا > را نمیتوان بجای - قرار داد * 


کج (ه ۵ بس ۵ (۵). ممینس جین [(9)) >(0) 


پس۵ ۱۶( ۰0 بحلاوم(۵) +!(0))نیراکه ( 4۵ > ۵ درحالیک 

هی ۰۵4 
۲- فرض‌کنیم (۵ 0۳ > 6( در ایبصورت بر > 4( ۰ چون 8 > ۸ پس 
> )و در نتیجه (8) 07 > ۱ * بدابیاین (2 )62 ع(۳)۸). 


هرمع سم لمع (و دم 
بس(م )۳ > 24و (۸) >  [‏ و ٩2-‏ و دردتیجه 
(ه) ۳ 6 ا[ مداد 112 . سابرامن(()۳ )> |( ومد د لد )۰1 


- 


( الف ) فر‌کنیم ۵ با 2 ۰ در اینصورت/ 6 2 یا ۵ 2 ودرنتیجه 
۸ > »2 * برتکس اگر ۸ > 2 آنگاه۸۵ ل۸ > >2.بنابراین ,۵ ل) ۸ ۰ 
حال فرض کنیم ‏ ,۵ (۸۲ 6 >۰2در اینصورت ۸ 26 و ۸ 6 72.یعنسی 
۸۵ 6 2 *برکس اگر ۸۵ 26 آنگاه۸ 2 و ۸۵ 2 ودردتیجسه 
۸۸۵ 6 ۰2 بدابراین ,۸۵ < ۸ () ۸ .۰ 

(ب ) فرش کنیم 3 (ا,۸/ > ۰2 در اینصورت ۸ 26 یا 5 > 2 پس 22 یا,۸ > 2 
و در دتیجه ,۵ لا( > ۰2بطریق مشابه اگر ۸۵ لا >2آنگاه چ] (۵۸۱ 6 ۰2 
بس ان ۵ <ظ لا۸ ۰ 
فرض کنیم خ] ( ۸۵ ۰2در اینصورت 22۵ و 6 ۰26 پس ۵ > 2 
و 26۸ و در دتیجه ۰26۸ بطریق مشابه اگر 6۸۵ > عد آنگاه 
۵ ۰2۶۸0 بس 0۸ ۰۸6۱6 


(ج ) فرنی کنیم () لا 6 ) (۸۵۱ ۰2۶ در اینصورت ۵ ء »2 یا ا>.پس ۸ > 2 یا 
ما > ۰2 اگر ۸۸ >2 آنگاه 6 ل)۸۵ع 2 ودر نتیجی لا( ۷ )26 

8 2 آنگاه 6 ۸۵ 26 ود رنتیجه > (۰26)۱8اگر 6 2 آنگاه 

> لا( )۰2 پس در هرحالت لا(8 (۸۵) 26 ۰ بطریق مشابه اگر 
> لا( 2۸۱18 آا۰ (206) ۰26۵۷۲ بتابراین ن(هنیم)دن نق)نیا. 


آلر 


فرش‌کنيم ‏ (> ۰26۸068 در اینصورت ,26۸۵و ۰267۴پس 
26 ۰26268 5 26۸0 )> 2و در دتیجه 

> 0( ۸0۵) > ۰2 بطریق مشابه اگر ‏ ۲ 0( 26)۸0 آکساه 
(۸0)806 6 »۰2 بدابراین ‏ 6( ۸0( 0۲60 ۰۸ 

اد | فرض کنیم (806) ۸1 ۰26 در اینصورت 2:6۸ یا ) ۰268 اکسسر 

6۸ 2 آنگاه 26۷۱8 و )6۸۱۵ »2 و در نتیجه 0۸6 (2 لا۸) 2:6 
اگر ‏ 26800 آنگاه 2و 22 پس جع ادن ا۸ع< 
و در نتیجه 6 ۵ 06۸ (6 ۸0۵) ۰.2 


حال فرض کنیم ( ۷ ۸) 8(0 ۸۱۷ > 2 ۰ در اینصورت ۸5 26 و 
۸ ۰2 پس (2>۸ با 8 6 <) و (۸۵>< یا > 6 2)) ۰اکر 
۸۵ 2 آنگاه (۰26///)8)0پس حالتی که باقی می مانداین‌است 
که ]26 و ‏ ع-<۰ در اینصورت (۸0/ 226 و در دتیجه 
8۵9 ۸۷0 ۵۸0۵0 ۷/806۵ ۰۸ 
فری کلیم ‏ 06۱ )6۸0 2 ۰ در اینصورت ,۵ 6 2 و 00 26 *پس 
6۸ (۵ ۱۷:6 ۲ 6)اگر ۵ ع2 و ۵ > آناه (۸ > 2 
و درنتیجه (6 ۸0) (ا 26۸0 اگر 26۸۵و ع2آنگاه 6۸0 2 
و در نتیجه (۸06)ا(۸06) >>2« پس‌دهرحالت (6 0 ۸) لا (86 ۸0 ۰26 
حال فرف‌کنيم و ۸0 (۰26)۸8 بس 26۸08 :06۱ ۸ > ۰2 
اگر ۵ ۸0 عدآنگاه ۵ ء رو 8 26 ۰پس ۵ 2و لاه 26و 
د رنتیجه (6) 8) (6۸0هاگر ۸0 >2آنگاه ۵ عمو ‏ عد ۰پسسسص 
26۸ 80 226 و درنتیجه (>8)() ۵ ۰26بدابراین 
۱0۸04( )۷06 )۸0 ۰ 
( ه ) فرش کنیم 6۸۵-8 >۰2 در اینصورت ,2۸۵و ظ ۱2#پس ح ع 2 و 
۸0 24 و در نتیجه (2 ۸-۸۸0 ۰.2 
حال فرش کلیم (۸02) -۸ 6 2 * در اینصورت 2 و ۸۵/(8 24 ۰ 
پس ,2۵ و 8 2-4 و درتتیجه 8 -۸ 6 ۰22 بدابراین(۸08)-۰۸-8-۵ 
فرض کنهم > - (۵۸-۵) ۰2 در اینصورت ۵ ۵ 26و ۰ ) 4 >2.پسس 
۸ ۵ 24 6 ۰24 ۵ 2 4-۵ 2 
و در تتیجه(ی -8)-۸ 6 26 * بدابراین (8-6)- ۸ ۶ 6-(8- ۰۲۸ 
(و ) فرش کنیم (62)8 نا(۵)۸ ۰26 در ایتصورت (۸)/ 6یا (8 )60 6 ۰2 
اگر (۸) 6 آاه ۵ > مس و لا ۸۵ 2 2 و در تیجسه 
(8 ۸۷) 5 > پز۰ ببابراین رو نا۵) 6 ع رق) ل با ز۵) ۴ ۰ 
فرش کنیم (۵ 0 ۸) 6 6 ۰۱ در ایتصورت 8۵ ۸0 ۰2۶ س ,۸ ع ۷ و 
۰۷۶ پس(6۳۸ ۷و (8ظ) 6 ۷6و در بتیجه(8 ]06 (0)۸) > ۰۷ 
در اینجا می‌توان عکس این‌مطلب را نیز ثابت‌کرد و در واقع تساوی : 
(8) 6 ۸()0) ۳ < (9 ۸۲) )را اثبات‌نمود ۰ برای ایدکار فر شکنیسسم 


(8 0 (۸) ۰۶ در اینصورت (۸) 6و (8) )6 پس ۸ ۶ ۷ 
و 6 2 «پس 6 ۸ > )رو در نتیجه (8 ۸0) 6 > ۰۱6بنابر 
ان (8) 6 0 (۸) -(۵ 6۸ ۰ 


(ز) صورت‌این مساله باید بصورت (۳)8- ۸ > [19- (2)۸-8) اصلا ح 

شود * فرض کنیم |19 -(ظ-۸) ۳ >(« در اینصورت (8 - ۸۵ ) 0 ۶و 
91 #بس 5 - ۸ 2۶و 9 (.جون ۸ ۸-8 
پس ,هم ع )( ۰ همچدین 2 94 زیرا که اگر 5 > آنگاه۶)۸۵-8()(8 
و چون ۵ < ۵ 0( -۵) پس ه < >( که يك صاقض است * زیرا فرض‌بر این 
بود که 8 2 بر * بدابراین ۵ ع و 8 4 ۷ و در نتیجه(۳)۸) ۷ 
و (8) ۰*۶0 بس ()0-(0)۸ 26 * بتابراین 
( 8 )07 - -(۸) 1۵۱ -(۸-8) 0 .۰ 


مس و اک و ۲واک وه و واواگ ‏ شش زا 
۲۳ 5 گن () 
۲- (الف | اگر کش > ۷ آنگاه ۵ -< ۷ یا 191 < ۷ب |(0) و )- < ۳ 
۱ (() ره) ر[4) 92 آجلاو درهرحالت ملاحظه می‌شود که کل > ۰۷ 

و ((م) ره) ‏ (4) «9 < هلا 

ملاحظه می‌شود کهپن > پفللاچین نع 4 پس چ -<پلت () . 


۰-۱ 
فرض کنیم (۷ )۰266۱ در ایتصورت 2و ۷ لا >:۰2پس 
یت > 6( ات۹ 

۸ 2 وجود داردکادر ‏ بطوریکه 6 »2 ۰ پس‌وجود داردلادر لس 
بطوریکه 26/6۱2 و در نتیجه (۸۵۸۲۱) (۱> 2 ۰ 
حال فرض کنیم (۷ 0 ۸ 0 2 ی 4 بطوییکه 0 ۸٩‏ ۰۶ 
۱ ۰ پس بات :2 و کل 2 وهر 

3 


9 نت بان (( 0 ه) زا -(۷ 0۱ ۸ ۰ 
۷ > < 


۲ 

۱- فرضی کنیم :۵ > ۰2 چون شب ,۸ پس لا »۰2 بدابراین لب ل) > ۰/۸ 
فرض کنیم پل () >2.پس‌برای هرگ )(داريم 6۷ ۰2 چون پل ,۸ بس ‏ > 
بدابراین با ی یگب () ۰ 

۲( الف) فرض‌کنیم لاء2 پس‌وجود دارد لا در گت بطویکه ۷ چدن ۵ > ۷ 

برآهر بش > « تک ۷۸ ود رنتیجه من >2 ,بتابراین ۸۵ > < كٌ 
اب افرش‌کنيم ۵ > ۰2 چون ( 2 ۵برای هر گنعلاپس 6 ع2 برآی هر 


لت ت ۰ بدابراین ۶ 6 2 *پس ( ۲۱ > ۰۸ 
لد > بر 4 > 


۲ فرض‌کنيم تن ۳ ۷ «پسسسس 
ی له > بر «پسس ( ۴) > لا برای هر لین > ۷ 
ود رنتیجه ۰/۱ 
هش ‌ 


حال فرش کنیم (626 ,04 ل(۰ در ایدصورت (60) )لا برای هر پگ 6 ۰۷ 


پس < > لا برای هر پگس 6 بس ۲۱ > لاو در نهجه )6۳ >لا۰ 
شب ۷( که بر 
و - ۳0۷۱۱ 


وی کیم (66 لا + در انسورتوجود درد بل > بطریک )لا 
ت‌ 
پس وجود دارد بل بطوریکه ( > لا" بس ل) ِ لر و درنتیجسه 
نع ۷ 


(۲ 6 > سابراین (< ل) صل > )۱0۳ 
>( مگب( 


تزا تفن تن ۲ 
۱-۱-6 
در این تمرین بعلت مشابه بودن روش حل فقط جدول درستی وابسته به تمریدا ت 
۲ و 1 را تشکیل می‌د هیم * 
5 


همچاس ت و و سس ۵ 6 


مس حص ‏ 6 ۵ 0 ۵ 
سا و نس ۵ص و نس 0 


3 


وجه) حم(۳ وم( ورس ( 


نشان د هیم که درجدول درستی وابسته به هريك در ستون مربوط به هريك فقط عدد ۱ 


ظاهر می‌شود ۰ در ایدجا برای‌مثال جدول درس وابسته به تمرین [ب )را تشکیسنل 
می‌د هیسم ۰ 
رپ ) 


سح( «ه ۳۸)۳)| (2 دس ) ۳۸| 7ج | ۲ 


,چست زاره ۶ ((ع د ۸ ۳) بت زاره همیشه ددست است . 
۱-2-۷ 


اگر جدول درستی وابسته به هريك از گزاره های این تعرین را تشکیل د هید 
ملاحظه . خوا هید کرد که فقط گزاره (د ) همیشه د رست‌است ۰ 


بزاس اس ۳ : ۱-۱ 


برای حل این تمرینات‌ماندد تمرین ۱-۱-1 کافیست‌که جدول درستی وابسته 
در ستون آنها فقط عد د ۱ ظاهر می‌شود ۰ 


۱-۲۲ 


۱- اگر بجای »2 عدد ۱۵ را قرار دهیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبد پل به يك گزاره 
در ست می‌شود ۰ زیرا که ۱۵ بر ۵ قابل قسمت است‌و از ۷ ؟ کوچکتر می‌باشد ۰ 

حال اگر بجای 2 عدد ۲ را قرار دهیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبدیل به یسك 
گزاره غلط می‌شود ۰ زیرا که ۳ بر ۵ قابل قسمت نهست ۰ 


۲- اگربجای 2 عدد ۱- را قرار د هیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبدیل بيك گکزاره 
درست می‌شود ۰ زیرا که ۲- < (۱-.حال اگر بجای »2 عدد ۴۲ را قرار د هیسم 
آنگاه گزاره نمای مربوطه تبدیل بیك گزاره غلط می‌شود ۰ زیرا که ۲- ح هت ۰ 


۳- اگر بجای »2 يك مثلث قائم الزاویه قرار د هیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبد یل‌بيك 
گزاره درست می‌شود ۰ 
حال اگر بجای »2 يك مثلث متساوی الاضلاع قرار د هیم آنگاه گزاره دای مربوطه 
تبدیل بيك گزاره غلط می‌شود ۰ زیرا که يك مثلث متساوی الا ضلاع يك مثلث قائم - 
الزاویه نیست ۰ 


6 اگر بجای ع2 مجموعه | ۷و مو او و1 قرار دهیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبدیل 
بيك گزاره درست می‌شود ۰ زیرا که این مجموعه همه اعداد طبیحی اول کوچکتر از 
۱ در بر دارد ۰ 


حال اگر بجای 2 مجموعه ۲ 7 4 قرار د هیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبدیل به یسك 

گزاره غلط می‌شود ۰ زیرا که | 1 )مجموعه اعداد اول کوچکتر از ۱۱ نمی‌باشد * 
0- اگر بجای »2 و یکتور هوگو را قرارد هیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبدیل به یگزاره 

د رست‌می‌شود * زیرا که ویکتور هوگو نویسند ه کتاب بینوایان است * 

حال اگر بجای »2 چارلز دیکنز را قرار د هیم آنگاه گزاره نمای مربوطه تبدیل بيك 

گزاره غلط می‌شود ۰ زیرا که چارلز دیکنز نویسند ه کتاب بینوایان نیست ۰ 


۱-۲۳ 


ترتیب يك جمله ععومی و يك جطله وجودی می‌باشند ۰ 


۳۳ 


۱- اگربجای»2 عدد ه وبجای بح عدد ه را قرار دهیم آنگاه گزاره نمای مربوطه 
بيك گزاره د رست تبدیل می‌شود ۰ زیرا که ده چاه له +0 . 
حال اگر بجای »2 عدد ۱ وبجای بل عدد ۱- را قرار ددهیم آنگاه گزاره نمای 
مربوطه بیك گزاره غلط تبدیل می‌شود ۰ زیرا که ه د ۱۱۲ ۱۲-) + ۰ 


؟- آگربجای »2 و دو انسان که برادر یکد یگرند قرار د هیم آنگاه گزاره نمسای 
مربوطه بيك گزاره د رست تبدیل می‌شود ۰ درحالیکه اگر بجای 2 و #4 دوادسان 
که برادریکد یگر دیستتد قرار د هیم آنگاه گزاره نما بيك گزاره غلط تبدیل می‌شوده 


۳- اگریجای»2 عدد ۱وبجای ن عدد ٩‏ را قرار د هیم آنگاه گزاره نمای مریوطنه 
بيك گزاره د رست تبدیل می‌شود ۰ زیرا که ٩‏ > ۱و ۱۰ > ۰۹ 
حال اگر یجای »2 عدد ۱ وبحای و عدد ۱۱ را قرار دهیم آنگاه گزاره نما بيك 
گزاره غلط تبدیل می‌شود ۰ زیرا که ۱۰ ٩‏ ۱۱ 


ه- اگر بجای >2 عدد ۱-وبجای عد د ۱- را قرار د هیم آنگاه گزاره نمای مربوطه 
بيك گزاره د رست تبدیل می‌شود ۰*زیرا که 2۱ ۱ ۱-) (۱-)۰ 


حال اگر بجای 2 عدد ۱ ویجای ل عدد ۱- را قرار دهیم آنگاه گزاره نما بيك گزار ه 
غلط بدیل می‌شود ۰ زپرا که ۱ -۱- <( ۱۱۸-۱ ۰ 


۱-۲-۰ 


با استفاده از ۱۰۲۰٩۹‏ کافیست‌نشان د هیم که در هريك از گزاره نما های این 
تمرین مجموعه های جواب طرفین رابطه دو شرطی با هم مساویند * 
(الف ) چون 1۱ < | و ۳ ا4 -] پس و۳ ابد) - |2 126 
و درنتیجه بدا به ۱-۲-٩‏ داییم ید | جسه ۴ > >2 2۱ 1 
(ب ) می د انیم که ۵ 2 - ( رشان می‌د میم که 1-۴۷9 یر  ]2[‏ 
فرض کنیع یر ۶ ۷ 1-۱۳ .در اینصورت من 7 ۷ 2 يك گزاره د رست‌است ۰ 
پس ,وم درست است‌یان | درست‌است ۰ اگر ۳ درست‌باشد آنگاه 06 
و در نتیجه ۵ لا »۰ اگر 7 درست‌باشد آنگاه 0۵ 6 و در نتیجسسسه 
۵ ۴ ۰ ۰پس‌در هر حالت ۵ )۳ ۰ حال فر‌کنيم 6 ۰06۴۵ 
در اینصورت ۴ 0 یا 0۵ > ۰اگر ۰ ۰ آنگاه ات تفر 
یم ٩۷۲‏ ۷ »2 درست‌می‌باشد * پس ای 12۱۳۰۷ ره > 6 
آنگاه ی درست‌است‌و در نتیجه ث"# ۷ ۳2 درست‌می‌باشد ۰ پسسسس 


۱ یدمن[ رای 


٩‏ ۳0 < پر ] ۸۷ |><۰1حال بنابه ۱-۲-٩‏ داریم 
تال ۲۷ بسه ۵ » 2 ۳۷ 6 1۱2 
اج ) می د انیم که 9 ۲0 ۵۵ید ۰ شان می‌د هیم که ۴69- یا 216۸] ۰ 


فرض کنیم [یر ۰12۱5۸ ». در اینصورت ی ۸۹ 2۸ يك گزاره د رست‌است 


پین. ۳ درست‌است‌و رم درست‌است ۰پس ۳ 0 و 6 > 6 و در نتیجه 


۳0۵ حال فرض کدیم ‏ ۵ > ۰ در ایدصورت ]+ و 0۵ 0 
پس خ| د رست است‌و ,6 د رست است‌و در نیج ۸ برد رست است پس ۰ 


7۸| > میرن :06 -| ۸ زا[ ]۰ حال ببه ۱-۲-9 
داریم ۲۸1-1 مست > ۳۸۹ > 2 2 ۴ 
[د ای دادیم که اج 1 *شان مد هی .۶ -(۶ 7 | 12 ۰ فرض 


م1۱1۱ 6 ۰0 در اینصورت پا 1 درست است‌و در دتیجه ۳ 
غلط است * پس 0 #بوو در نتیجه ۲ 6:6.حال فرض کنیم 2 6 ۵۲ در اینصور ت 
دک و در تتیجه ۳ غلط است * پس پر "د رست‌است‌و در لتهجه 


۱۳۶۲ | 12 6 ۵ ۰ بدابراین ۳۹ ی |ع] «حال بنابه ۱-۲-٩‏ داریم 


ب-|1۶ پم تا ‌ 


۱-۲-۲ 
(الف )فرش کم مر جسب > در اینسورت رل جس ۲ يك گسزاره 

د رست است * چون گزاره (] ۲۱۷ )جب( جسس- ۴) يك کزاره هميشه د رسست 
استبس(]۷]ت) «سه ( جع ) د رست است و در دهجم ‏ 2۷ 1 

قازست ست ۸ هنن زیر ۶ ۷ 7| ]> :. بطریق مشابه با استفا ده ازگزا ره 
همشه دیست ( 1۳۱۷) جسه( رس ۴) می‌توان نشان داد که اگر 

ایب ۱۱۳-۷ > انا( مسا مس (ع و وج 1 
حال بنایه ۱-۲-۱۱ (ج ) داریم 1 1۳و بنابه ۱-۲-۱۱ الف) 


دام وا > یر ۷ 79| مس ورکز- ,1 جص ید 4. 


(ب )فرض کنيم ((یر و ۷ )12۱1 > ۰ در اینصورت (م ۷ ی ) يك گزار ه 
در ستاست * چون گزاده 3[ ۳ رس( ۴۱۷) 1"يك گزاره هميشه درست 
استپس گزا ره 7ب( اچسه( 8 2,۷/) ۱ یك گزاره درست‌است‌و در لتیجسه 

۱۳۵۸۱ درست‌است » پس بر ۸۱ |12 >:۵ ۰ بطریق مشابه 
با استفاده از گزاره همیشه درست ۶ 1۳۸۲ <سه(1)۳۷می‌توان نشان‌داد 
که اگر آیدگ ۸۹ 2 > آنگاه ((بر 1۶۷۶ <۰»>1بس 

زب 8۸7 ۱1ع) - ((یع ۷ )۰2:۱۱ حال ی( ریسم 
مِ_ 0 2۳ و پر 21 وب ۱-۲-۱ (ب ) داریسم 

0 روت )۰ مرس 2 ۲- [30 2۸ ) 1217 

(ج ) صورت این تمرین باید بصورت زیر اصلاح شود : ۱ 

۷ هه (۱)۳۸2< 9 2۵ ((8 )121 ۱ 
حل این تمرین کاملا مشابه حل بند (ب ) این تمرین است ۰ 

(د ) فرش کنیم 1" 1 > »۰ در اینصورت پر ۱-۱ يك گزاره درست‌است ۰ 
چون ۴ چسم۱۱۳ يد گزاره هميشه د رست است پس‌کزاره ۶( بو ۱۱ 
درست است‌و در دتیجه ,2 درس ات وان ( بز |ع2]»*بطریق مشاب 
با استفاده از گزاره هميشه درست ۴ چست»۳ -۲-می‌توان نشان دادکه اگر 

اک ۱ 12 6 آنگاه 3 2/7 > بسچ 1 9 ۳ 12 ۰ 

وی - ,)و در نیج ۴ - | 7 


([ ه ) حل این تمرین کاملا مشابه حل بند ( الف ) این تمرین است 


۱-۲-1۳ 
0[ 0( ۶ ۲ ۲۶,۷ | ۰12 همچین 
تایه ۱-۲-۱۱ (ج ا دایم (۵//)-۱(یر ۱۷| :2) + وی بنا بسه 
۱-۷۲ (ب) دارنم 2-6 |( مر )1 پس که 6 > (9 )۰ 
(ب ابدا یه ۱-۲-۱۱ (ب‌ادايم و ۸ | یرب 1«همچین با 
ه ۱-۲-۱۱ اج ادا (20۵) - |[ (یرع ۸ز)1 ۰12و با بت 
۱-۲-۲ (ج | دایم, ۶0۵ < ((,۱)6,۸3 ببس ۶۵(<۵) 
اج امی‌دانیم که مد [ 9 | ۰12 باب ۹ دام 1-۳ | 


تتا هشاب ۱۱ج ادایم (۶)-(11 | 12 ۱ و 


بنابه ۱-۲-۲ (د ) داریم 6 - ۴,۱ 111 ۰بس ع < ( ). 


و ۷ 
(و +2 < )۷1 ۰۷ ۲ 

(*«4 4) و3 ۰۷ ۲ 

6۳۸ ۰۷۶2۷ )۷۸۲( ۶۱ ۵( 

رد 6 ۰3<3۱ ۳۸ 


۰ جملات ۱ الی ؟ جملات‌عومی و جمله ۵ يك جمله وجودی است» 


۱-۳-6 


که مجموعه جواب گزاره نمای واقم‌در این جمله مساوی مجموعه جهانی یعنی ۸۷ 
است ‏ می‌دانیم که مجموعه جواب همیشه زیر مجموعه » مجموعه جهانی اسست ۰ 


در اینصورت می د انیم که 2 فرد است‌یا زوج است ۰ پس 2 فرد است 2۱۷ 


زوج است |12 ع 2 ۰ نایراین ]عفر است ۷ اج است ا 11 ودر 


نتیجه جمله عمومی درست است نب 


[ب ) در این تمرین نیز کافیست‌نشان دهیم که مجموعه جواب گزاره نمای واقع در این 


جمله ععومی مساوی مجموعه جهانی است۰ مجموعه کلیه اشکال هند سین در صقحه 
را با لا نمایش می‌د هیم * می د آنیم که 

لات> | همه زوایای »2 با هم برابرند 2-7 مثلث متساوی الا ضلاع است | 126 
فرض‌کنیم ۱ 6 ۵ ۰ در اینصورت 2 يك مثلث متساوی الا ضلاع است یا 0 یسك 
مثلث متساوی الا ضلاح دیست ۰ اگر 4 يك مثلث متساوی الا ضلاع باشد افاتستتاه 

0 

می‌د انیم که همه زوایای کت مساوی مستتد و در واقع مريك مساوی ۱۰ می‌باشد؛ 
پس گزاره ِ همه زه‌ایاین باهم برابرند <سح نز مثلث متساوی الاضلاع است" 
يك گزاره د رست است‌و در نتیجه 1 همه زوایای»2 با هم برابرند سر مشثلث 
متساون الا ضادع است | 4 ۰ ار 0 يك مثلث متساوی الا ضلاع نباشد آنگاه 
گزاره 4 يك مثلت متساوی الا ضلاع است غلط است‌و در نتیجه گزاره ی همه زوایای 
2 باهم برابرند «سسسسای 5 يك مثلث متساوی الا ضلاع است " درست‌است ۰ 
پس [ همه زوایای »2 با هم برابرند یت لت متساوی الا غلاع است »۵ 
پس در هرحالت اگر > :۵ آنگاه ا همه زوایای »2 با هم برابردد چس 2 مقلث 


متساوی الا ضلاع است | 1 6 ۰ بدابراین 


ل- امن زوایای »2 با هم برابردد <س- 2 مثلث متساوی لعج است | ی 1 ودر 


نتیجه جمله عمومی درست است 5 


(ج ) برای اثبا ت د رست‌بودن این جمله وجودی کافیست‌نشان د هیم که مجموعه جواب 
گزاره نمای واقع در آن مخالف 4 است ۰ چون (بم0۳۲ > ط و 4-۷ پس 


۷ > ۵61۱۷ و در یجه. و + ۰-۸۱ بتابراین 


جمله وجودی ۱.رست‌است ۰ 


(د ) در این جا نیز کافیست‌نشان د هیم که ( ]2 نی است | »2 ) ۰ مشلا" 


اگر 60 يك انسان در مجموعه کلیه موجودات زند ه باشد آنگاه می‌د انیم که 0 


فا استو در نتیجه | 2 فابی است | ت ۰ بابراین ۵ب سر خانی 
است »2 1 و در تیچه جمله وجودی درست است * 
(ه) برای اینکه نشان د هیم این جمله ععومی فلگای. ثابت‌کنیم که 
(۳۷ + ۵۱ < ۵ ۷۱( چین (۵۷ ۰ 6 ۸و۵ ۵2۸۷ با ۸۷ 
پس ( 0۵| رک ۸۷4رد سجه(۸) 0ج( هلا |۰1 


بدابراین جمله عومی غلط است ۰ 


(و ) برای اینکه نشان دهیم که این جمله وجودی غلط است‌باید بت کنیم که < ]2 


جاوید ان است | 2 1 ۰ چون هرموجود زند ه فانی است‌پس عصری در مجموعه 
کلیه موجودات زنده وجودنداردبطوریکه جاوید ان باشد دابوین( < | 26 


جاوید ان است | 2 1 و در نتیجه جمله وجودی غلط است ۰ 


۱-۳-1 


( الف ) ت صحیح | ۰ ۰ ت زیر است ۰ 
تن 7 2 (2+۱)) ۱۷ چا 


صفحه : ۱۵0 


چون برای هر »2 در 0 معادله 2+۱ ۲+ ۳۹ ۳ ۱ ) برقرار است کی 
توان از دوشتن سو ر ععومی صرفدظر کرد ۰ 
(ب ) چون برای هر »2 در 0 بطوریکه ۵ .2 عد د سل يك عدد حقیقی است پسس 
مجموعه جواب گزاره نمای ج/ > چس 2 برابر مجموعه جهانی می‌باشد و در 
دتیجه می‌توان از دوشتن سور ععومی صرفنظر کرد ۰ 


اج اچون ۵۰۸/۵ ۸۷و ۸۷ :+ ۵ ۸۷ بس‌کزاره 
2۷ ۸۷ چ ۸۷۵ لط است‌و در نتیجه ( ۸۷ - ۷( ج ه ع 1(»|(۷ با بر 
اين مجموعه جواب گزاره نمای ۸۷ -- )( (سبتض عد)( مخالف مجموعه جهانی است 


و در نتیجه از نوشتن سور ععومی نمی‌توان صرفدظر کرد * 


۱-۲-۰ 
(الف ) برای اثبا ت معتبر بودن اين جمله باید نشان دهیم که اگر 7 ۷ درست 
باشد آنگاه ۳ نیز د رست‌است پس فرش کلیم ,و بر۷درست‌باشد + دراین 
صورت ۷۲ یز |12 د جنکات به بس ( | »12 > بو در 

نتیجه ,2 درست‌است» بنابراین جمله مورد نظر يك‌جمله معتبر است ۰ 
2 212 نیز درست است ۰ پس فرض کدیم ,2 د رست‌باشد ۰ در ایلصورت 
2 | 1 > 0 و در لتیجه 92 دِ- ]ی ۷2+ پس‌جمله وجسسو دی 
عر 2 21 درست‌است * بدابراین جمله مورد نظر يك جطه معتبر می‌باشد. 
استو بر را دیست‌است ۰ بسیاس رگد ۷ - ی ]۰ با به 


۱-۲-۱ ۱ب ) داریم 


لد- یماد ایزاع 0 2۱2 - | 12۱2۸ 


پس (-] ۸ ,۳ م۱۷ درست‌است ۰ 
برکس فرض کنیم 9 مر ) ۷ درست‌است ۰ در اینصورت 
کا- ی 9۸ |۰2 از ۲-۲-۱۱ (ب )نتجه مشود که 
زاء ما [یام عم( مسی 
2 12 > 1 و ای |12 ]و در دتیجه 12 1و (و 124 > ل ۰ 


پس ,2 عر۷ د رست است‌و فِ/ بر ۷ د رست است‌و در نتیجه 


پر 2 ۷ ۸ ,2 ۷۷ درستاست * بابراین جعله موردنظر يك جطه معتهراست 
(د ) فرش کدیم ‏ ع22 ۷ بو ع2 3 درست‌است ۰ پس مر >[ درستاست‌یا 
وگ < 1< درست است‌پس هه عٍ |12 با + ی |12 - 
از ۱-۲-۱۱ (الف ) عیجه مشود که[ رک[ مولعم ع یر | 
پس ازایدکه .هر بر |« با + ]بر | ] تیجه ی شسود کسه 
۵ + بر ای | ۰2 بنابراین (پر ۷ ی( ) 2 2 درست است ۰ بر عکس 
فرض کلمع ( یم 7 ۷ یج ) 212 درست‌است ۰ در اینصورت #۸ ۰12/۷ 
بنابه ۱-۲-۱۱ (الف ) داریم ۸ 2 2۱ ۷ 12 
سم پله ا (یاع) دسسه میلس املع 


بدابراین # 2 3 درست‌است‌یا مر - درست است‌و در نتیجسه 


پر 272 0,۷ 232 درست‌است ۰ پس جمله موردنظريك جعله معتبر است * 
( ه)نشان می دهیم که لح ی( 1 ۷ ۰2 م دادیم که 
9 ۱ ۷ بط |12 ۰ فر نیم لا ۰ در اینصورت 2 د رست است 


مفحه . ۷ ۱ 


یا ط) غلط است ۰ پس رل درست است‌یا | [ درست‌است ۰ بدا بسر ایسن 
دا ۳۷3 درست است‌و در لتیجه 21 ۷ 12 > 9-پس 
۳ ی 7 2:۷ و در نتیجه جمله موردنظر يك جعله معتبر م‌باشد ۰ 
(و)ای دانیم که ید 12 درست‌است‌یا ,| 32 ظط است سس 
یز 3 درست است‌یا بر کر 7 ["درست است ۰ پس 72 2۳۷7 27 
درست است‌و در نتیجه يك جمله معتبر می‌باشد ۰ 

(ز ) فرض 7 چس. )> ,۷د رست است * در اییسورت کات |« | 09 
شان می‌د هیم که کات پر 7ج م1 م2 ی دادم که کات( [حس ژد . 
فرض کنیم کل1 > ۰ در اتصویت | ی کان پر" |12 > ط و در نتیج 
«سب رز يك گزاره درست‌است » حال با استفاده از گزاره هميشه د رست 

(۲ ۱ جع 1) (صه( ۶ (ست|) نتیجه می‌شود که ,۱۳ << و۱ درست 
است‌و در نتیجه | ۱ << بر 7 )> ۰ بسا و اج 1 ابر ) 
و در نتیجه جعله ( 7« رل 7 ) ۷2 درست‌است * 
بطریق مشایه با استفاده از گزاره همیشه درست (۴ آوست 3 ) جسه( ]۴ ) 
می‌توان نشان دادکه اگر ۱7-(9 7 سر |12 آناه [1- ی | 12 
پس می‌توان نشان دادکه اگر (, 7"جستد بر )۷ درست‌باشد آنگاه 


(یدگ مس 9( ۷2 د رست‌است ‏ بدابراین جمله مورد نظر يك جمله معتبر 
می‌باشد ۰ 


کی اسف ۳ 

[الف ) برای هر بل در ۸۷ می‌دانیم که ار + 0.پس وجود دارد »2 در /9(۸ <2) 
بطوریکه برای‌هر بر در ۸۷ داریم ور +۰2 بنابراین جمله 

( زیم 32 درست است ۰ 
(ب )برای هر ع2 در ۸۷ اگر لز را مساوی »2 در دظر بگیریم آنگاه ۷( > و ل ع عر - 
پس‌برای هر 2 در ۸۷ عصر ی در ۸۷ وجود دارد ( 2 9 ) بطوریکه ‏ < »2 ۰ 
بنابراین ‏ ( - »ج) ور 1 ۷2 درست است ۰ 
دج ) اگر وجود داشته باشد »2 در ۸7 بطوریکه برای هر در ۷ داشته باشیسم 
<< »2 آنگاه نتیجه می‌شود که همه ناصر ۷/با هم مساویند که مید انیم چنیسن 
نیست‌بنابراین وجود ندارد »2 در ۸۸۷ بطوریکه برای هر با در ۸۷ داشتسه 
باشیم و »۰ پس جطله (و - »2 ) 23:۷3 فلط است ۰ 

(د ) می‌دانیه که ۲+۵-۲+۵ پس وجود دارد »2 و د در 7( 2-۲ و 2۵ 4 ) بطوری 


که ٩‏ +۵<۶۲+ 2 *«بتابراین جمله ( ی +2۲ ۵+ 2 )4 3 ,12 درست‌است» 

( ه ) می د انیم که حم > ه وبرای هر 72 »2 عد دی‌گویا بصورت م2 نداریم ۰ 
بعبارت دیگر مثلا گزاره ۲/۵۱ ۸ وج #7 یل گزاره غلط است ۰ پسس 
جمله  (‏ رحس ۸ 2 > ع«) و۷ ۷ ظلط است * 

(و )ی‌دانیم که اگر م۰2 حوء و و ه عد د آنگاه 27 يك عد د گویا است * 
پس برای هر »2 و 27 > ل اکر ه عب و آنگاه م > و بدابرایین 
جمله ( بو «ج 0 27 > ۰۰۸3+" ۷۵ بر د رست است ۰ 

۱-۲-۶ 


( الف ) فرض کنیم ( و۳ و۷ ۷) ۱ د رست‌باشد ۰ در اینصورت پیز ۷۰۷ 


۱ ٩۰ صفحه‎ 


غلط است * پس وجود دارد ۵ و و در لبطوریکه گزار» و ی نلط است * پس 
وجود دارد ۵ و ح در 1 بطوریکه و 1/6 درست است * بنابراین 
( یی ) 4 »3 درست‌است ۰ 
برعکس فرض کنیم ( ی 0( و3 یر در ست‌است ۰ در اینصورت »و و در ل1 
وجود دارند بطوریکه _ ی م۱۳ درست‌است * پس وجود دارند ۵ و و در لابه 
طوری که دا بط غلط است * پس و یر پز۷ بر۷ غلط است‌و در نتیجه 

۳ ۷ 1۱۷ درست‌است " بنابراین جمله مورد نظر معتبر می‌باشند ۰ 


[ب ) فرش کدیم یی یر وه [ عر۲۷"د رست است * در اینصورت یی ل 2 و۷ 
غلط است » پس وجود دارد ۵ در لا" بطوریکه برای هر ط در گزاره ماه غلط 
است » پس وجود دارد ۵ در ل"بطوری که برای هر و در لاگزانه وا ۲ 7 
درست‌است ۰ پس ۱ # 5 ۷ 1 درست‌است ۰ 
برعکس فرض کنیم ( ۲ ۳ ۷ 2 د رست‌است در اینصورت وجود دارد »۵ در 

بطوریکه برای هر وا در را گزاره ی ی ۲" درست‌است ۰ پس وجود دارد» 

درا بطوریکه برای هر ط در را گزاره 2 غلط است ۰ پس وب ۳۳ 
لط است‌و در نتیجه 4 یط 39 ۱۷ د رست‌است » بدابراین جمله. مورد نظر 
معتبر می‌باشد ۰ 

اج ) فرش کنیم ((م یرت و/32»۱۷) 1 درست است ۰ در ایدصورت ۳۶ و 2۷ 2 
غلط است * پس برای هر ۵ در 1۶وجود دارد ط در ل‌آبطوریکه گزاده وی 
ظط اسنت + پس برای هر چم در عراتوجود دارد دا در بطوریکه گزاره ی 


درست‌است ۰ چس ( و۳ 7) 7 3 »۷2 درست است ب 
برعکس فرض کنیم ی یچ )3 برد رست‌است ۰ در اینسورت‌برای هر :0 در 1 


سر تسس جع پیج ی .۶ هد 


وجود دارد ط در لا بطوریکه گزاره وا | ["درست‌است ۰ پس برأی هر»‌در 7 
و چر د درد طا«لابطوریکه گزاره با غلط است ۰ پس ص_ّ 1-۷ غلط است‌و در نتیجه 


ی 137۷/7 درست‌است ۰ بنابراین جمله مورد دظر معتبر می‌باشد ۰ 
(د )فرش کلیم .و یر و 2 23 درست‌است ۰ در اینصورت ویر 13 »2 2 
غلط است * پس برای هر ی و ط در ۶ گزاره ویر غلط است * پس برای هسر 


و دا در لا گزاره و م۲ 1 درست‌است ۰ 2 3( و۷ برد رست 


برعکس فرض کلیم ( ۵ ۳ 0 ۷4 عر۱۷د رست است * در اینصورت‌برای هر » و و 
در راگزاره ط پر 7" درست‌است ۰ پس برای هر بن و در ماگزاره 2 


ات ری موم را هه در ات 2 
2 2 2 
درست‌است ؛ بدابراین جمله مورد نظر معتبر می‌باشد ۰ 


۱-2 


[ الف ) جد ول وابسته به این بحث را تشکیل می‌۵‌هیم ۰ : 
۶ص | ۸ | 17 


ملاحظه می‌شود که در این جدول سطری وجود ندارد که دران 9۸۶ ۶« هر 
دو درست و ّ 7۲ غلط باشند * پس بحث مورد نظر معتبر است ۰ 


([ب ) جدول وابسته به این بحث را تشکیل می‌د هیم ۰ 


حال در سطر اول و همچدین در سطر سوم جدول ملاحظه می‌شودکه ۰ ۶ ۷ و 
چ | هردو درستدد. درحالیکه 7 [- غلط است * پس بحث مورد نظرمعتبر 
کیش 3 
اج ) جدول وابسته به این بحث را تشکیل می‌د هیم + 
:1 


در سطر دوم جدول ملاحظه می‌شود که ۸۱۶ و رح 7 هردو درستند در 
حالیکه ۳ [ غلط است * پس بحث مورد نظر معتبرئیست ۰ 


([د )با استفاده ازبرهان خلف نشان می‌د هیم که این بحث معتبراست * فرض کنیم که 

معتبر نباشد * در ایتصورت ب ٩۷‏ ۲ وس و ۳ «س 6 درستند درحالیکه 

ظط است ۰ چون | غلط است‌و ۲ چب ۴ و ۲ «ت ] درستتد بسح د زر 

هرد و غلط هستد ۰ پس / فلط است که يك تتاقض می‌باشد ۰ زیرا که فسر ض, 
کرده بودیم که 7 ۷ | درست‌است ‏ بنابراین بحث مورد نظر معتبر می‌باشد ۰ 


عفحه : ۲ ۲ ۱ 
۱ 
۱ : دج بر تباجا له شه ات ی 


( ه ) جدول وابسته به این بحث را تشکیل می‌د هیم * 

نع 
۱ ۱ 

۰ أ 0 

1 

۰ | ۰ هه 

ملاحظه می‌شود که د رسطر سوم این جد ول جرب ۴ و 2 رب م هردو درستسد 

درحالیکه ع 1 غلط است * پس بحث مورد نظر معتبر تیست * 


۱ 
5 # 


[و ) جدول وابسته به‌ این بحث را تشکیل م د هیم ۰ 
5 


ملاحظه می‌شودکه در جدول فوق سطری وجود ندارد که 27ج ۵ درست 
و 0 7 غلط باشد * پس بحث مورد نظر معتبر است» 


( ز ) جدول وابسته به این بحث را تشکیل می‌د هیم ۰ 


ملاحظه می‌شود که د رجدول فوق سطری وجود ند ارد که 7 ۷۱درست‌و ۶ غلط 
باشد * پس بحث مورد نظر معتبر است"۰ 


(ح ) جدول وایسته به این بحث را تشکیل می د هیم ۰ 
7 سم ۴۱ «(ح< | ۶« ( | ۶ 


ملاحظه می‌شود که د رجدول فوق سطری وجود ند ارد که چت ۴ و ۴ «ست هر 
دو درست و 7 حست ۲ لط باشد * پس بحث مورد نظر معتبر است۰ 


#7 | 7۱7 << 16| ۶ لا 


د رجد ول‌فوق ملاحظه می‌شود که سطری وجود ند ارد که درآن ۶ جست | و آتع1 
هردو درست‌و ] (سح غلط‌باشد * پس بحث مورد نظر معتبر است ۰ 

[ - < 

( الف ) فرض کنیم ۲ 71 درست‌باشد ۰ در اینصورت بر غلط است ۰ پس ۳ ۷ غلط 
است‌و در نتیجه 2 ۱۷2 درست‌است * بنابراین بحث موردنظر معتبرمی‌باشده 

اب ) فرش کدیم(ر«ست پ()ع<۷و رو ۷" درست‌باشند * در اینصورت کح لیس |12 


و 3 غلط است ۶ چون لت 0 پس ]یر |« 1و د رنتیج 7 جح ۴۶ 
درست‌است ۰ چون پر غلط است‌و جح ی درست است‌پس غلط است» 


پس ۳ ۷2 غلط است‌و در نتیجه ۳ 1د رست‌است » بنابراین بحست 


مورد مورد نظر معتبر می‌باشد * 
نیاشد * پس ۳۹ ببصِ۳ 9 2 
درستتد و مر جه ۷ غلط است ۰ پس کل وجود دارد بطوریکه 


ی ( <اس يك گزاره غلط است ۰ پس بط د رست‌ و 2 غلط می‌باشد چون 


اه و۰۷ (32 آجت بعا 7) راو (برهد < یرل) ۷۷2 هم د رسعدپسجس و » 
| بیقص یو به دج ۲2۶ هش گزاره های درسعد * چون بعژ لسسط 


است‌پس *۲ غلط و در نتیجه #م ۲ درست‌است * پس بن ۲ درضتو دار یچ 
فلط است ۰ چون پم (ححد ,2 درست‌است‌پس ۴ غلط است ۰ فلا 


داشتیم که سِِ درست‌است‌ و نتیحه يك تساقض می‌باشد ۰ پس بحث مورد نظر 


معتبر است ۰ 
۱-۵-۳ 
تست 
( الف ) اگر 2 يك عد د طبیعی باشد ء آنگاه 2 يك عد د زو یا يك عد د فرد اسست ۰ 
مایت و تا رت وف از ۰2 
پس داریم ۰ و 9 
ملاحظه می‌شود که ۲۱ در این حالت‌يك عدد فرداست ۰ حال فسرض 
کنیم 2 فرد باشد » در اینصورت 2« وجود دارد بطوریکه ۲۷-۱ ۰2پسسس 
داریم : 


۲ 
اب۲۲۱۲ جع 6 دعر + 2 


دراین حالت‌نیز ۱+ 2باآعر يك عد دفرداست » بنابراین د رفرحالسسست 


۱+- 2 +22 يك عد دفردمی‌باشد ۰ 


(ب ) اگر »2 يك عد د حقیقی باشدآنگاه ه بر 2 یا ۰ > 2 ٩‏ فرض‌کنيم ه 2 در 
اینصورت ه > 2 -و در نتیجه د اریم : 


 - )2( << 2 << ۱ ۱‏ | »2 - ۱ 
خیم > ۶*د راین‌صورت 2۰ - ود رنتیجه د اریم : 


حال فرض؟: 


۳۹ رس تس ا*--۱ 


پس‌در هرحالت | ۱2 < ۱ ۰ 
(ج ) اگر »2 يك عد د حقیقی باشدآنگاه ه و 2 یا ۰2*0 فرض کنیم ه وچ >2.د راینصور 


۲ 
۰ چٍ 2۲و در نتیجه داریم : ۲( > حد ۲۱« 


جال فرش کدیم ۰ > :در اینصورت 26<۰ و در نتیجه د اریم: 
۱ (مو) ‏ اد > | کنر | 
پس‌در هر حالت | 2 | 2 | 2۲ ۰۱ 


( د < یل عد د حقیقی است‌پس ه بر 2 یا ۰ > ۰2 فرض کنیم ه (»۰2در اینصورت 
داریم : ۱ج 2 - | 2 | 
حال فرض‌کنیم ۰ >>۰2در اینصورت ه <2- و داریم : 
2۱ > »2ج 2 <2- - ۱ | 
پس در هر حالت ۱2۱ »۰2 


( ه ) می‌د انیم که باقیمانده تقسیم »2 بر ۳ مساوی ه پا ۱یا ۲ است » بدابه فرن‌مساگ 
| نیست » پس باقیمانده تقسیم 2 بر؟ مساوی ه يا ؟ می‌باشد ۰ بنابرایسن 
2-۳۲۱ پا +22۳۱ برای ۸۷ 6 ۰272اگر 2-۲۸۰7 آنگاه 
( + م۳ ) ۲۱۰۲+ 2۹۱۲ 2 + 2۲ و درنتیجه 2 + 2 بر ۲ 
قابل قسمت‌است ۰ اگر ۲+ 2۳۱ 2 آنگاه 
[ ۲+ ۵2۱+ ۳2۱ 2-17۱۲۱۲7۲ +23 و در نتیجه +20 


بر ۳ قابل قسمت‌است * پس در هر حالت 2 + 2۳ بر ۲ قابل قسمت‌است ۰ 


[و )فرش کنیم ه رز 2 و ه زر 7 ۰ در اینصورت هچ( 2 و در نتیجه داریم: 
2-۱2۱۱ |22 | 
فرض کنیم >2 و ه > 2 در اینصورت ه < »2 و در نتیجه داریم : 
2۱2۱۱۵۱ (9 -)(د) < و - 2۱| 
فرش کنیم 9 (2 و > ی * در ایتصورت ه بل :2 و در نتیجه داریم : 
۱( -) 2 زر »2 - ع< اه ۱ 


فرض کنیم > 2و ه دم ۰ در اینصورت ه > 22 و در نتیجه د اریم : 
2۶2۱ (2-)2 2 - < ۱ 2 | 
پس در هرحالت [ 2۱2۱۱4[ ۸ ۰۱2 


6۵-0 [ 
(الف ) عد دطبیعی ۲ را در نظر می‌گیریم ۰ در اینصورت ۲ يك عد دفرداست‌ولی <٩‏ ۳ 


[ب ) عد دطبیعی ۱۱ را د ر دظر می‌گیریم ۰ د ر اینصورت کلیه تجزیه های ۱ به حاصلجمع 


دو عد د طبیعی بصورت زیر می‌باشد : 
۱۱7و ۱۱۲۷ و ۱۱2۳۶۸ و ۱۱-۲۹ ۱۱2۱+۱۰ 


ملاحظه می‌شود که هیج. يك از تجزیه های فوق بصورت حاصلجمع دو عد د اول‌نیست 

بنابراین ۳۹3 نمی‌توان بصورت حاصلجمم د و عد داول نوشت * پس ۱ ید مشال 
(ج )فرش کنیم ۲۱و توا 1 - ۸ ۰ (۲و1۲- 2و [عو؟ ) < » ۰ دراینصورت داريم: 

۵-7 ر()- ۸-۵ 

و در نتیجه 
۱-6-۱ ۵-هاو ۲و 5۱ -(6- ۸-۱۵ 
ملاحظه می شود که د راینجا >-(8 -۸)ع (8-6) -۰۸ پس‌مجموعه هایم؛ ]ی 
تعریف شده دربالا يك داقض برای این جمله است» 


امک رخ و - ۵ سیر تاه 


نتیجه داریم : 


((بوع) و (۳و ( و ۳0۵-9 و برد و 10 1۱1 و ۵-(۸) ۳ 
ا(آو و1 و (۲و6 و (تو1۱ و ( ولگ و (1۲ و (0) و (۱) و۵ -(9 با۸) ۳ 


ویر رن) ‏ (اه (تار (کر ۵ -(6)8 ۱ (6)۸ 
ملاحظه می‌شود که (2 ناه) 0 ع (1)) لا(۸۵) )۰ پس‌مجموعه های, و ظ 
تعریف شده دربالا ید. مثال ناقض برای آین جملة است* 
/ ه) در تمرین اس ه ( و ) ثابت‌کردیم که تساوی(8)() )0۳ ت (06۸۲8) در 
حالت عومی برقرار است ۰ بدابراین صورت آین تمرین غلط می با شد ۰ 
اف کی [دا < ۸و۲و1 - ۵ ۰ در اینصورت (۱ ٩‏ - ۵ - ۸۵ ودر 


نتیجه داریم 


رم زار هد (قین زمر زا6۸6۵ 
رو 63 -8۱- (هاصر )ره -(۸-8) ۴ 


ملاحظه می‌شود که (8) ۳ - (۸)) ع (8 )۰۳ پس‌مجموعه های ,۵ و ظ 
ریق شد هد ر با فان تاقی بزای این مها اسبت؛ 


"هه 6 - ۲ 


(الف) چون > > ۸۵و > 8۵ پس 6 > 8 - ۸و در دتیجه داریم : 
حعه با ۸ دا درد( -۸) لا 
٩‏ <- 2( ۷) -(۷0۸)) 


چون 24) پس ملاحظه می‌شود که به ازای ) عد ‏ تساویبرقراردیست * پس ) 
يك مثال»ناقض برای تساوی است * پس جمله ععمومی غلط است‌و در نتیجه لفی آن 


2 


درست می‌باشد ‌ 


(ب ) چون 8 ۸بس 2 وجود دارد بطوریکه ,6۸ 2 و 2 # 2یا 8۵ 2 و ۸ #:2. 
پس ۸-۵۵ یا ه جچم-8.اگر 4 4 8-۸ آنگاه داريم: 
ه ۵-۸ 8-۸(۵) -(۵-8) (2-۸) د ۵ -(8ده) - 9 
پس به ازای 9-۵ تساوی برقراربیست * اگر ۵ + ۸-۵ آنگاه بطریق 


توس 


مشابه می‌توان نشان دادکه به ازای۱</۸ تساوی برقرارنیست * پس‌در هر حالست 
نتیحه نف آن د رست می‌باشد ‌ 


۱-۵-۹ 


| الف ) فرش کنیم ۵ 3 ۸- ۰ در اینصورت‌عصر م2 وجود د ارد بطوریکه ,۵-۸۵ > »2 و 
در نتیجه 269 و ۸ 4 2 *ولی9ع2يك تناقص‌است زیراکه 4 عتصرندارد ۰ 


پر ۵ <۵- ه . 


[ب ) فرکنیم که گزاره مورد نظر غلط باشد * در اینصورت ر چ ۸۶۸۳ درست 
و ((و <س ع)جع) رس فلط است؛ پس ط درست و(ر ۲ )رح 3 

غلط است * پس ۶ درست‌و « «س- ۳ غلط است »پس ۳ درست‌و « غلط است» 
چون ۰ و ۲ هی درستتد پس ۶۸۳ 2,۸ درست‌است » چون به نلط 

استپس و« چس ۳۸۸۳ لط است » که يك تاقض می‌باشد زیراکه د اشتیسم 

ه<خع ۳۲ ۸۸ درست‌است *پس گزاره مورد نظر همیشه د رست‌می 


باش.د ۰ 


(ج )افرض کنیم که ؟ ۷ اصم نباشد * پس يك عد د گویاست‌و در نتیجه اعداد صحیسح 
77 و ۲۱ وجود دارند بطوریکه مر ۰۱/۲ می‌توان غرش‌کرد که 27 و 71 نسبت 
مره وت /(70 ۲ جست پ ۷۳۷ 


پس يك عد د زوج و در نتیجه 771 يك عد د زوج است* پس عد د صحیح | وجو د 
داردبطوریکه ‏ 2712/۲ +پس ۲ 26 رو درنتیجه ۲ 2۲ 2 ۰ پسمرامر 
يك عد د زوج و در نتیجه 70 يك عد د زوج است* چون (77 و 71 هردو زوجم هستتد پس 
دسبت‌بهم اولدد نیستد که این يك تاقض است زیرا که فرض کرد ه بودیم که(7و 97 
سبت‌بهم اولند * پنابراین ‏ ۲ ۷ يك عد داصم است ۰ 


[د ) فرش کنیم که جمله مورد دظر غلط باشد » در اینصورت عد د حقیقی »0 وجود د ارد 


بطوریکه 2 -۲ ۷ و + ۲ ۷ هردو اعداد گویا هستتد + چون مجموع دو عسد د 
گویا يك عد د گویاشت پس(* +۲ ۷ | +۲۰۸ ۷ 1 ۲ ۷ ۲ يك عد دگویاست» 
پس عد د گویای 7 وجود دارد بطوریکه 7 - ۲ ۷ ۲و درنتیجه )/7 ۲ ۷ ۰ 
چون 7/۰ دیزيك عدد گوپاست‌پس ۲ ۷ باید يك عدد گویاباشد که این یسك 
عاقض است زرا که دربالا نشان دادیم ۲ ۷ يك عد داصم است * بدابراین‌جعله 
مورد نظر د رست‌است ۰ 

[ه) فسرف کنیس که جملسه مورد نظرفلط با شد * پس‌عسدد تبیعسسسسسی ۷" 
وجسسود دارد بتلوریکسه عددزوج للم باخاصیست 9 وم وجو د 
ندارد *ولی ۲3۲ يك عدد زوج است‌وچسون 71 يك عسدد تلبیعی‌اسست 


پس ۰۲۳۱۱۰۱۱ پسسس‌عد د تلبیعی وزوج [ وجود دارد بطوریکه )(:< ,که ایین 


يك تناقص است ۰ پس‌جمله مورد نخظرد رست است* 
( و ) اثبات‌این تمرین کاملا" مشابه اثبات‌تمرین بدد فوق است ۰ 


(ز ) فرش کلیم که دو خط »و ح یکدیگر را در نقطه ای ماند ۵ قطع‌می‌کنند. «ببابراین 


می‌دا نیم که 2۱۸۰ ک۱ +2 ۰ چون 2اه پس 2۱۸۰ کا + * * ولی‌د رمث 
6 داریم ۱۸۰- 8 + 6 + ۰ پس 6 +5+ه ع 5 + به و در نتیجه 
۱-1-1 


۱ 
( الف ) پایه استقرا فرض کنیم 2۱ ۰۱ در ایدصورت ۱< ۲ < ۰۲پس‌پایه استقرا 


برقرار است * 


مفحه : ي ۲ 


۸2 
۲ 7 2 7۲ 
۳ 2 ۸ 
اج وج ۲ ۲ج اد << ۲ب ۲ 


بنابراین گام استقرا نیز برقرار است * پس‌جمله مورد دظر د رست‌است؛ 
(ب ) پایه_استقیا برای ه 9 داریم ۰6۱-۷۲۲ < (۰۲)۵ پس پایه استقرا برقسرار 
اسست ه 
گام استقرا فرض‌کنيم که برای عد د طبیعی 71 داشته باشیم ۲ ۲ ۰۲۶۱ چون بسرا ی 
هر ۱ 7دأريم 7 ۲ >۲ پس خواهیم داشت : 
۷ مم)۲ جح ۲۷ چ ۲۳ > ۲۲ ۲ 


بدابراین گام استقرا نیز برقرار است * پس جمله مورد نظر د رست است* 
1 ا ۱ 
(ج ) پایه استقرا برای ۱ 7داریم ط ۵ جس- 4 ۵ و در +تیجه پایه استقر ا 


برقرار است ۰ 

گام استقرا_ فرش کدیم که برای عد د طبیعی 2۱ داشته باشیم آآرا یامن دس > 0 

چون 0 و و اعداد حقیقی مثبت هستدو 0 >0 و "9 0۳6 پس‌داریم: 
0 تفت و با .نم 

بدابراین داریم 9 0 جد وا > »0 و در نتیجه گام استقرا نیز برقرار 


است ۰ پس جمله مورد دظر د رست‌است ۰ 


(د )پایه استقرا برای ۱ 7 د اریم سس - ۲ و در نتیجه پایه استقرار برقرا ر 
اسست ۰ 
گام | ستقرا فرض کنیم که برای عد د طبیعی (7 داشته باشیم ۰ 
۱ "7 7-۱ ۲ 
و ی من ی 


۲ ۱ 


صفد ۵ ۳۰ 


71 ۳ ‌ ۰ 
حال ۳ را به طرفین تساوی فوق می‌افزاييم » در اینصورت خواهیم داشت : 


/ 77 2 71 | 7 
۳ 2۳ ك 9 1 و۳ ۳+ +۲۹۰ +۱ 
- ۲ ۱ ۲ 
(+ 
و در نتیجه داریم : زا ی ۷۳ ۳ 
۲ 


پس گام استقرا نیز برقرار است‌ و در لتیجه جمله مورد نظر د رست آست ۰ 


(ا+می(اجم» 


۱ - ۰و دردتیجه پایسه 


( ه ) پایه ا ستقرا برای 20 داريم 
استقرا برقرار است ۰ 


گام استقرا فرض کنیم که برای عد د طبیعی 7۱ داریم : 
۲ 


(۱+ ۲ 70۱۱ ود ی 
1 


۴ 
حال (۱+ )را بطرفین تساوی فوق می‌افزائیم ۰ در اینصورت خوا هیم داشت : 


۲ ۲ 0 ۳ 
(۱+ ۱+ 2110*۱17۱ ب (رجمر)+ و ج... + ۲ج 
1 


پس از انجام ععلیات‌برای محاسبه حاصلجمع سمت راست تساوی فوق خوا هیم داشت ۰ 


۳ 
(۲۱۱۱ ۵ ۱۱۱ ۱ص کر اج اج کج ۱ 


3 
پس گام استقرا نیز برقرار است‌و در نتیجه جمله موردنظر د رست است" 


۲ بر ۲ قابل قسمت‌است‌و در نتیجه 


(و) پایه استقرا برای 2-۰ عدد 2۰ 7+ 
پایه استقرا بر قرار می‌باشد ۰ 


گام استقرا فرض کنیم که برای عد د طبیعی 71 عدد 7 + 7 بر ؟ قابل قسمت 
۲ 3 
است » حال داریم : (۲۱) ۲+ ۲۲+ 2۲ ( ۲۱+۱()+ (۱+ ۰2۲ 


چون 7 و (۱+ )۲ هردوبر ؟ قابل قسمت هستد پس‌حاصلجمع آدها نیسز 
بر ۲ قابل قسمت است‌و در نتیجه (۱+۱)+ ( 7+۱)بر ۲ قابل قسمت است*پس 
گام استقرا نیز برقرار است‌و در نتیجه جمله مورد نظر د رست می‌باشد ۰ 
(ز ) پایه استقرا برایه-۱می‌دانيم که گزاره ۴,۷ ۷ ,9 هميشه درست 
است * پس پایه استقرا برقرار است ۰ 
گام استقرا_ فرض کنیم که برای عدد طبیعی 7 گزاره زیر همیشه د رست‌باشد . 
(۶ ۸6۰۷ ۷۶(۸۰۰۰۰۸) جح ۷( ۰۰۰۰۸ ۸) 


می‌د انیم که برای هرسه گزاره ء مورا ۸۵۷۵ (۲۷)(ممر) 
همیشه د رست‌است ۰ پس گزاره زیر همیشه د رست‌است . 


(۱۷۶+ ,9۷۹ 5۸۰۰۰۰۸)) جب) م۸9 ۳۱۸۰۰۰۸) 


ولی بنابه فرش گزاره زیر همیشه د رست‌است : 
(۷۶ )۸( ۵:۷ ۷(۸۰۰۸) (] ۱۷ جب9) ۸ (۷2(( ۸۵ 6۸) 
بنابراین گزاره زیر همیشه درست‌است + دك 
(۷3 بر ۷(۰۰۸) جک و ۱۷ ۸۰۰۸) 
پس گام استقرا دیز برقرار است‌و در نتیجه جمله موردنظر درست‌می‌باشد ۰ 
(ح )پایه استقیا بر ه مر م‌دایم ِ_ يك بحث معتبر است» پس یاه 
استقوا بر توایاست: هم 
گام استقرا_ فرض کنیم که برای عد د طییعی 77 بحث زير يك بحث معتبر باشد . 
سب ۴ 
۶ست م۲ 


سب ۴ 


صفحه 


۳۳ 


بدابراین بحث زیر يك بحث معتبر است : 
«سح»۴_. . _ 


۱+ جر 
۶ جه ببت 
ابد تست ۲ 
7ص ب م9 
ولی می‌د ائیم که بحث یی( يك بحث معتر است و در نتیجه بحث زيريك 


بحث معتبر است: ۶ص بط 


سس ۲ 


بدابراین کام استقراً نیز برقرار است ور نتیجه جمله مورد نظر د رست‌است» 


۴ هد 9 
( الف ) این جمله را با استفاده از بحث (۱) در صفحه ۷٩‏ ثابت‌می‌کنيم * فرش کنیم ۶۷ 


فرد باشد * در اینصورت‌عد د طبیعی | وجود دارد بطوریکه  -۱‏ 2۲ ۰۲۱ پس 
۲ ۲ ۲ ۲ 
۱( 11- 7 ودرتیجه ۱+( ۲- ۲۲) 2۲ 7 يك عددفسر د 
ل 
است +حال فرض کنیم 7 فرد باشد ۰ در آیدصورت 71 دیز فرداست زیرا که اگر 
۰ ح‌ِ 0 ۰ : ‌ غلاف و 
نوج باشد آنگاه 7 نیز زوج می‌شود که برخلاف فرض است* پدابراین جمله مورد نظر 
اثبات می‌شود ۰ 
[آب ) این جمله را با استفاده از بحث (۲) در صفحه ۷٩‏ ثابت‌م‌کنيم » فرض کلهسم 
۲ فرد است ۰ در اینصورت‌عدد طبیعی | وجود دارد بطوریکه 2۲۰-۱ 7 ود رنتیجه 


۳۹ 


۲ 2۲۷-۱ 7+۱ يك عد د زوج است * حال فرض کنیم که 71 فردنباشد 


یعنی 7 زوج أست‌و در نتیجه عدد طبیعی )[ وجود داردبطوریکه 712۲ *پس 
۱ ۱-۲۲ +7 يك عد د فرداست ؛ یعنی يك عد د زوج نیست ‏ بدابراین جمطلسه 


مورد نظر اثبات می‌گرد د ۰ 


روج باشد ۰ در اینصورت عد د طبیعی وجود دارد بطوریکه 72۲ و در نتیجه . 
( ۱*+۲) ۲۲+ ۲ ۲۲+ 71 نیز يك عد د زوج است * حال فرش کنیم 7*۲ زوج 


باشد ۰ در اینصورت عد د طبیعی ( وجود دارد بطوریکه 4 ۲۲۲ 2۱و در نتیجه 
/ ۱ ۲ ) 2۲ ۲1 يك عدد زوج است۰ بنابراین جمله مورد نظر اثبا ت می شود ۰ 


(د ) این جمله را با استغاد ه از بحث (؟) در صفحه ۷3 ثابت می‌کنیم * فرضکنیسم 
پر 21-34 درست‌باشد ۰ در اینصورت »و ط در ز" وجود دارسد۰ 


بطوریکه گزاره و ,۴ درست‌است ۰ پس ۳ ۱ 7 درست است زیرا که 
با قرار دادن 2۰ # و ط < 2 گزاره نمای 2 به‌گزاره ری( که يك گسزاره 


درست است تبدیل می‌شود * حال فرض کلیم ویر 7 »31 ظطباشد * در 


اینصورت‌برای هر ه و و در ۶ گزاره یزیا غلط است ۰ پس ّ ع 1 1 
غلط است ‏ بتابراین جمله مورد نظر اثبات می‌گرد د ۰ 


( مه ) جمله این تمرین باید بصورت زیر اصلاح شود + 


۱2۱۶2 مس ه ( )۷ 
حال این جمله را با استفاده از بحث (۱) در صفحه ۷۹ ثابت می کنیم *می د الیم‌که : 


اگر هچ 2 ز 2 ۳2 


اگر »2 ذ. »2 


پس‌اگر » < 2 آرگاه بنابه تعریف 2 << | 2 | و برعکس‌اگر سد ۱2۱ آنگاه بیا 


به تعریف ‌ 2 2 بنابراین جمله مورد نظر أثبا ت می‌گرد د ۰ 


[و) این جعله را با استفاده ازیحث (۱) در صفحه ۷٩‏ ثابت‌ی‌کنيم * ابتدا ارتفاع 
مثلث را رسم کرد ه و شکل زیر را در نظر می‌گیریم : جر 
فرض کنیم که 2-6 6 ۰۸ در اینصورت دو مخلث ِ 
قائم الزاویه 8 ۷۲ ۸ و ۸۱۷۱ دارای دو وتسر 
مساوی و يك ضلم مشترك هستتد و در نتیجه باهم 
مساویند » پس ۸2 << به ۰ 
حال فرض کدیم ۰۵-2 در اینصورت ٩7 - 2+8 + ٩۶‏ +کا+هو در نتیجه 

9 < ۰ پس دو مثلث 8 9۸۵۱ ۲ ۸ دارای دو زاوبه و ضلع بیسن 

مشترك هستتد و در نتیجه با هم مساویند * بنابراین ۸ 6 ۰۸۵ پس‌جمله سور د 
دظر اثبات‌م‌گرد د ۰ 


۱-۸-۳۲ 


(الف ) مرحله_وجودي می‌د انیم که برای هر بل داریم 7 7 و در دتیجه 2 
وجود دارد (2۱ >2) بطوریکه بر . - 2 برای هر زر * 


مرحله_يکنايسي فرض کنیم/ه و ح دو عد د حقیقی باشند بطوریکه برای هر ل د اریم : 
)۱ < 2 << ۸ 6 
() و عطوع وه 


حال باقراردادن وایجای ل در تساویهای (۱) وه بجای لو در ساویهای (۲ ) 


خوا داشت ؛ 
ِِ« ۱ ط عد هط > ط 9 


ی 


پس وا < 0 ۰ 


صفجه ۳ 


(ب ) مرحله _وجودي می‌دانیم که برای هرع2 داریم ه عیز +(2-) - (20-) +۰2 پسسمر 
برای هر مر وجوددارد 1 2-2۱ )بطوریکه ‏ ه ع 2 + بو < للم +2 - 


مرحله_یکتایی فرض کنیم که برای هر »2 وجود داشته باشد ه و ط بطوریکه داشته 


باشیسم : 
۵٩۲ 2 << 0 ۱)‏ << 0 ۲ 2 
۱ ه 2 2+ و عوا+ 2 
در اینصورت از تساویهای (۱) و (۲) دتیجه می‌ شود که و ع< ۵ ۰ 

اج ۱ مرحله_وجود ی مید انیم که برای هر یر اگر ه + 2 آنگاه د اریم : اسر( -)ع(چ) »۰2 
پس برای هرید اگر ه 2 آنگاه وجود دا رد(ج- ‏ 4 بطوریکه ا< بو < ات 
مرحله_يکتایی فرض کنیم که برای هر 2 اگر ه 2 آنگاه بع و و وجود دارسد 
بطوریکه : 

)۱۱ ۱ < 0۵2 « 6 26 
(۲) اع 2 ها ع< 2 
در اینصورت از تساویهای (۱) و (۲) نتیجه می‌شود که حا عد ۵ ۰ 

[د ) مرحله وجودی_ م‌دانیم که برای هر لا چون ۵ ع لا پس 0۸ (<(0 ۰۸ 
پس( وجود د ارد (۸< )() بطوریکه برای هر ار داینخ ۱۷ ۷ ۵۱ ۰۱۷ 
مرحله_یکتایی_ فرض کنیم ‏ و > وجود دارندبطوریکه برای هر لا داریم: 

-220/ < ۷) ۵  (ل‎ ۱) 


0 (< 0( (60 
حال باقراردادن ۸ بجای لادر هر دو تساویهای. (۱) و (۲) خواهیم داشت ی 


۵0۸-۸08۸ 


۱3 ۸ ۸۵/۱ حد 0۳۸۵ 


از تساویهای (۳) دتیجه می‌شود که ۵ > ۸ و از تساویهای (؟) دتهجه می‌شود که 
۵چین ۸۵ > 8و ۸۵ع) پس ح عد | . 


(ه) صورت‌این مساله باید بصورت زیر اصلاح شود : 


برای هر 4( يك و فقط‌يك لا وجود دارد بطوریکه ۸ 2۷۵ الا»رو 2۵ ۷0/0 ۰ 


مرحله وجودی_ برای هر پز اگر ‏ )< مکمل یدز در ب۵ باشدآنگاه می دائیم کنسته ‏ 
۸ ۷۷ ( ۱( و ۵ <( ۱ < )0۱ ۰۱ پس برای هر ( وجود دار د 
لا 0-۱۱ بطوریکه ۵ )زنل( ۱۷لا و 0(6-4 لا (() ۷ ۰ 
مرحله یکتایی فرض کنیم که برای هر پر وجود داشته 5 و ) بطوریکه د اشته باشیم: 
(۱) ۵ 80۱۷ < 0۵ ۵۱0۰۶۸۵۸۸ < ۵ ۱ ۷ 


و 


۷ ۶ ۷ 6۱۸۸ ) لا 
در اینصورت از تساویهای (۱) نتیجه می‌شود که << 8.زیرا که اگر ۵ 6 دا آنسگاه 
( 4 ح* چون در نهر اینصورت <8)0] 6 که نتیجه می‌د هد 4 ۱ 0 ۵ ۰ 
پس ( #صا و در دتیجه (> ط بیکس اگر ‏ بر ع 2 آنگاه بر چم" عر. چون 
26۸ پس ‏ ۵ لاچد و چون ۷( 2 پس 6 22 ۰ بتابراینن 
۷ < ۵ ۰ بطریق مشابه از تساویهای (؟) نتیجه می‌شود. ۷ >۰بدابراین 


۰ 2 


فرش کنیم. | [9 و2( وع2) ۰ در اینمورت داريم: 
ام ,16 -(۵(هلک) د (((می هل - ها :[ه)) 
ملاحظه می‌شود که در ایعصورت(0([,۵)]) -((0)ب(0)) دلی (()) + 9 ر۵ج(ه). 
پس با تعریف | ی وید( د 2 لم‌توان قضیه ۱-۱-۲ را 


بیان نسود ۰ 


۲-۱-۲ 


چون وید 140 - (مع)ر ۹ > ۸ ر 2 پس‌بنابه تمرین ) -0-۱ بسد 
داییم ((۸)) > (ور<)۰ 


۲-۱-۱ 
۱- (الف) فرش کنیم ‏ 9۵ ع4 ۸ ۵ ۰ در اینصورت زوج مرقب (یر و 26 ) وجود دارد 
بطوییکه ۵ ۷ ۵ >(زی<)۰س . هب 2 وه ز.ولی ۵ »2 يك 
عاقض است‌و در نتیجه 4 < ۸ ۵ ۰ بطریق مشابه می‌توان نشان داد که 
9 ع ۵ ۵ ۰ بابراین ۵-۵ < ۸ ۸ ۵ . 


[ب ) چون ۵ ,۸ پس عصر »م وجود داردبطوریکه ۸۵ :۰۵ حال دشان می‌د هیم که 
۸ ۰ 


هه ۸۷ > (ط د ۵) سس 8 ۸( د ۵4 ) یه 8ص 


پس > <بعادل 6۸۷6 (ط و ») جع ۸ > (طا وه) بعلت تسساوی 
<< هط »ر شر برقرار است ۰ 


(ج ) 
۴ 8۷۰4 ۸ <ج» نا ۸۸ <جست( 6۸۵( و <) 


2۵۰۸۸66 6(۷ ۸۸36 2) جصسس» 
۱ 2) ۸۵۰۵۷( ر<) جسسه 
(۸) لا(۸<۲) > (وار 2) سس 

پس (ع ه) لا (8«<ه) ع()> نا 8) در 


( د ) ۱ 
(66 ۰5۸ 2۸۸3 جح ۸ 2۸ بت (806) ۸۰ ۶( وای<) 
66۸۸۵6۸ ۸96۸ 6۸ سح 
(ر<) ۸۰۳۵۸ 6( ر2) جمست» 
(۸۸) 0( ۸) > (ارت) سس 
پس 0۸۸6 (0۸۷8۵) <(6 0 6) ۸ ۰ 
( ه ) ۱ 
۶۵ >> وس > - 2۸۸68 سس (۵-6) ۸ >(2) 
(40 ۸6۸۸ (682 6۸۸ ) سح 
+ (ل و <) 6۸۰5۸( رند) سح 
( ۸۰( )> (وا رعد) جح 
س (۷6 ۸)-(۸۵) <(0 )۸۱ ۰ 
(و ) مخواهيم ساوی ۰ | >1۸,۱۱۱(۷ (ا<8 (۵۱ را نشان دمیم ۰ 
(۸3(۷0۵6/۵۸۵ > چت )بات 4 2۸۸ چستظ] تانرخ > (3 دن2) 
((6 661۸26۸۸۵ 3۷ جح 
((3(6۸) 62۸ ۷) 3۱ چست 


1 > ۱۱1۸۷۱۷ (و رسب 
بدابراین تساوی فوق برقرار است ۰ در ایدجا توجه کنید که (2/ > |لربر۸ ) را 


را می‌توان با نماد ((۱< ۵ ) ل) نیز نمایش داد ۰ 
۳9۶ 


۲- (الف) فرنی کنیم (۱ ع و [ ۷ 4 < ۰8 در اینصورت |(بر۱) -۸8 
و 0 ۷۸ ۸« ۰۳2 بس‌درر ین مثال ۸۵« 8 عل< 6 ۰۸۱ بدابرایسن 
مجموعه های ,۵ و در این‌ثال‌ناقض برای تساوی ,۵ ۵ 8 ۸ 

م باشند ۰ 
(ب ) فرش کنیم ]1۱ - ۸» 81۲۱ و (1۳<>«در اینصورت‌داریم : 
وا لام ۲و - ۸8 و [(1)۲:۳< 4 


و در لتیجه داریم: 


((۱(«):۳د۱) و(۱:۲) و(2۱ -(۸۷۵(»)۸0۰) و ((۳د۱) وا[-(>8) ۸۱0 


پس در این مثال . () زا ۸) < (8ا۸) ع (>*2) ما۸۵ «بدابراین مجموعمهای 
۸۵ ۵۰ و) این مثال يك مثال داقض برای تساوی( نا8(<«»)۸ (ا۸) - ۵۵) ۸۵ 


می‌باشنسد ۰ 
۲- فرش کنیم .۵ عچ بر و ۵رد 8 نشان م‌دهيم که و 
۵ ۸۶ جست»۸ ۷ 6 ۸۵۱۷ 
اگر 8۵ ۸ آنگاه روشن است که ۴ تس 8 ۸ حال فرش کنیسسم 


۸ 5 < ۰۸ چن چ ۸و ۵ عب 8 پس حاصر وم 
وجود دارند بطوریکه ,۵ ی ۵ و ۵ ع ط ۰ حال داییم: 


۵ ۸( 68( ر2) جح 6۸۷5( و ع<) (حت ۵ 2 


۸ 
> 2 << خ بر ۵ 6 (0<72) جح ۵ ۸۵ > (2 و 0) (سسحد ۳6 2 


پس 2 عد۵* بنابراین يك شرط لازم و کافی برای اینکه تساوی ,۵ ۵۱ < 2 »۵ 


۲-۱-7 


( الف) چون 8 + ۸ پس عصر ع2 وجود د اردبطوریکه 6۸۵ »2 و 2 2۶یا 5 > 2 
و ۵ ۰2 فرض کدیم ,جع عر و 8 :2 ۰ شانبد هیم 
هع 8 «(حصه 2۸ < ۰۸۷۵ اکر ۵ آنگاه ب 8 ۷ ۸ و 9 ۸ ظ 
و در دتیجه ۵ )(0/ 2 )(۸۵/-حال فرش کنیم ,8۱6۸ < ۰۸8۵اگر هم عچ 86 آنگاه 
عصر و وجود دارد بطوریکه 6 > ا+پس داريم: 
جت م8۵ >( وعت) جح 6۸۵6 (ط رد) صست 5 ۸ ۸ 2 
که یك‌ساقض است زیرا که 2 »2 ۰ پس ۵ ]۰ بطریق مشابه می‌توان‌نشان 
دادکه اگر ۵ 6 2و ۸ # »2 آنگاه داریم ۸۵ <(حهء ۵ ۵ 8 ۰۸۷ 
بتابراین داییم : 


2 ۸-9۷8 جح ۰۸ ۵ 6-2 ۸۱ 


[ب ) اگر هرکدام از مجموعه های ۸۵ ۰ 2 يا ) مساوی تهی باشدآنگاه > (۸8)و 
(8) ۸۵ هرد و مساوی تهی می شوند ود ردتیجه > )د(2 ۸ ) < () >< ۹6 ۰ 
حال فرش کنیم که تساوی ) بر (2  )۸۱‏ (8,6) »۸ برقرار است ۰ فوض 

کنیم_ ه عب ,۸۵ و 4 + 6 و ۵ب )۰ در ایتصورت‌عاصر ۵ ۰و 6) 


وجود دارندبطوریکه 6۸ ۵ ۰ 5 6 و ) 6 )*حال دایم : 
6۸۵۸۵۵ << 6 06۸۸ 


۸۱۵۵( ره) ) چسه 
۷۰ >( :2) جسد )> ۰ 2۲2" 
> ( ۸۵ > (>«(ط مع)) جسه 
ولی ‏ ] # (۸۵* )+( رط) وح) ول (8) :۸ # () و(ط و2)) و دردتیجه 


> ۷ (۸۵۸۷۵) #(8) ۸۵۸ که يك عاقض است‌پس ۵ - ۸یا ۵ -- ]یا 


۸۶۷۵-۰۷۰ رح (۰ 6۵۰۱۸/۵۱۷( ۸۱۷) 


(ج ) اگر 9یا ۵ < 8 آنگاه ۵ < ۰۸6 فرش کنیم .۵ < ۷۲و 
0 ع ۸۵ و 4۵ 4 ]۰ در اینصورت عاصر 0۷ و ر| وجود د ارند بطوریکه ,۵ 2 و 
8 6 هو درنتیجه . چ بر (وامم)+پس ‏ ۵ + ۸ که یسك 
عاقق است ۰ پس . مه << ۸ باه < ۰/8 بتابراین داریم: 
۵ < 8 ۵۸۷ -< هم (حسه + < ۵ ۸ 
۲-۱-۸ 
(الف ) اگر 2 ۸۵ آنگاه روشن است‌که 27 -< ۰/۵ فرض کدیم "۵ < ۸/«شان 
د هیم که ,۰ 
8 > «ست 7( .۰۰ ۰رعد) سس ۸ 6 (6 ...۰ ر2) سس 6۸ 2 
پس ۵ -< ,۰/۵ بدابراین تعادل ۵ < ۵ چس 8 ۸۳ برقراراست ۰ 
(ب ) اگر 9 ۸ آنگاه روشن است‌که ۵ ۰۸۲ فرش کدیم (-( ۸ اکر (عج ۵ 
آنگاه عصرین وجود داردبطوریکه ,ظر > :۵ و در نتیجه ۸۳/ع(و. .۰ ره)+پمسس 
4 ۸ که ید ساقنی‌است «پس ۵ < ۸+بدابراین تحادل 
4 ۸ جسه ۵ < ۸ برقرار است» 


۲ ۳ 

( الف ) فرش کنیم # يك رابطه دیست ۰ در اینصورت عصر عز وجود دارد بطوریکه 2 
يك زوج مرب دیست ۰ و 4 > 2 ولی هئ ع »2 يك تاقض است ۰ پس( یسك 
رابطه است* پدابراین م این جمله د رست است۰ 


(ب | چون تست مزنصسی ۵ يك رابطه دیست " بنابراین این‌جمله 
غلط است ۰ 


اج ) چون ۱۸ و ۱ يك زوح مرب نیست پس ۸ يك رابطه نیست ‏ بدابراین این 
جمله غلط است» 


۲ 0 
(د | چون هرعصر 0 يك زوم مرتب با مو* لغه های حقیقی است‌پس ج]] يك رابطسه 
است ۰ بنابراین آين جمله درست است ‌ 


ان 


[ب ) ۱۱و مد مج و) 4 2 چسد 6 برمیله > ب« 


چون ]> د پس هو چ" و در دتیجه | کل - 26۲۱ * پس۱ > »2 > ۱- 
و د رنتیجه [۱ دا-] ۰2برکس اگر [ زا-] 26 آنگاه ۱ + ۱-و در 
نتیجه > > پس ه و2۳ -اواکر ۷۱-۲ << 9 آنگاه | ع ب و 


ا + 2۲ و در نتیجه 24 میاه > بر . بنابراین دایم 


[ادا-] < 0 مهد - سوه 


رس ۲ ؟ 


فرض کنیم (] يك رابطه باشد ۰ در اینسورت داریم: 
جامبسته ۱ مه > (رید) چک معا > ۸۷ ۰67 2ج ۳ > (واد<) 
پس .. بن(2۵7 ۰ برکس اگر ‏ 2 م07۷2 ۵ آنگاه همه 
عاصر ج] زوجهای مرتب هستد بطوریکه موه لفه اول آنها در (۸ میت و موه لفه دوم 
آنها در 2 7 می‌باشند ۰ پس / يك رابطه است ‏ بدابراین (/ يك رایطه است 
اگر و فقط اگر چا برمیل « جبببوو ی ۰ 


۳-۳-۰ 
فرض کنیم ‏ يك رابطه از ۸۵ به ۵ باشد ۰ در اینصورت 5 ۸ > ]۰پسس 
داریسم : 
2-۸ <س ۰۵۱08 (ووعد) < (/>(زو<) [ 2ج ۹ سوه > 2 


بدابراین ۵ 2277 ۰ بطریق مشابه‌می‌توان نشان دادکه (] 2 >/۸2۶۶بر 
عکس اگر بش عجبجمویهو ‏ ( ع 2 ممسهآنگاه چون8 تسه ۲ 
پس ‏ يك رابطه از ۸۵ به 2 است ۰ بدابراین ۲۱ يك رابطه از ۸ به 5 است‌اگر و فقط 
اگر بر ؟جبهه و ها > | ۰/2 


۳ 
(الف ) 1و ۵ و۵ رهگ > مره و آهرهر [۵) هرا 1سته 
(ب) 6 - مه و |۳۸۵۰ > »12 ها مه 
۵-7 یه د ۰۱( »2 2ب [ سر بمسته 
 - 7‏ سوه و 27 < 0 «معم 


(ج) 
(د ) 


۲۰۲-0 


(الف ) 1 1 
مد و جسه (9 > (هاوعم) 2 جسه( 3 (3:70)) 2 3 جس 9۱ و 
بنابراین ٩‏ سیر موه بطریق مشابه می‌توان نشان داد که 
٩‏ 6 - | سم . 

ریم مه 9,۰(6) چست» ۲( 2۱) > (وارعد) 
پس < )۰ 


(ب ) 


(ج ) 


5 ۰( ود ۷ > (وود) جته 5 ۲۱ (ودبع) جست (ک ۱۵) + (2,2) 
3 8 >( و) جس 6 >( ,)۷ > (عو9) جسسه 
میت اس ژٌ- شخ 
پساق را < و لا ) .بطق شابهمی توان نغان حادگه "6 0 8 (5 0 4). 


۱۸ < )س ۲ 


(الف ) جع د(ه و ۵)و(۱: 16 - ۸۸ 

(ب) اوه /۸ ور | (ورعج) 1 - ۱۸ 

‌ -وع م۳۸ وه [(و و 1 - ۶۱۸ 

۲-۲-۲ 

( الف ) نامع وروی (8 )|۰۸ (۵:<) 


(8 > >۵:۷2> )۸ > (وزر6جسه 

(8 )۸۲۸ (قسع) سه 
68( :6 ۱۸۷( دج جسحه 

(۶ ۱ ۵ (2۱۸) > (ور<) جح 


بس (8۱8) (8(<)6۱۸ ۰۲۱0۸۷ 

(ب ) اثبات‌مشایه اثبات‌بند ( الف ) است ۰ 

(ج )فرش کدیم ۵ عزد | .در اینصورت زوج مرتب (ا و ع2) وجود داردبطوریکسه 
۸ (۵:) ۰پس ۵ > اوعد ۸ 2 وی ۵ > (واوت) مساه 
عاقض است + پس ۵ ۸ | ۵ ۰ 


(د ) فرش کدیم ۵ ع< ۰/2|0 در ایدصورت زوج مرتب ( و و 2) وجود داردبطوریکه 
9 >( :)۰ بس ۶ >(ووو2) و 9 6 2 ولی > 2 يك عاقض است ۰ 
سس ه << ۰۳۱ 


۲ ۲ ۳ 


( الف ) 
(8۱۸) ستر» [ جسه (۱۸ > () ترس( (و )۸۸ ۰ جب(۸] ]4 


پس (۸۱(۸) بسته -<[۸] ۰ 
(ب ) 
زا یریم 8۸لا 3242 ۱۸۷۵ ۲ 3 
(( (یرت 6۵۸ ۷( (یعت) ۸ »)2 رس 
[8] ۷ [۸] > رس 
[۸[۷8] 2 > (سه 
[8] ۸ ۰۶۸۷ زد [۰0]۸(۷]8 3 
( زورون ۸ 2) 2۶ ۷3 (8 > ( )2۸۸ ) 2 [«ست 
( ۷324026۸08۸62( >( و 2۸۱۷8۸ رس 
(8 ۸۵ ۱ 8(۷ 6۱۵ |60 چس 
(8 ۸۷) | > و رسد 


بدابراین [8 ]8 لا ([۸] ۶ [۸08] ۰ 
(ج) ( >( 66۸08۸ 22ج [۲۸0۵ > 8 
( >( رت) ۸( 6۸۸)) 2 7 چست 

۱ )۵۸ ۵( (و یه ۸۵۸ع6) کر ره 
۸8 > و << 

[18 ]2 > 4 بست 


جی 8 ]۶۶۲۸8 [۸8] ۲ ۰ 
حال فرش ۱ ۳ ۸و۱ ۷ - 8 ۰ 
در اینصورت 1۳ < ۸۱6و داریم : 
1۲۳۱ [8] 1۲:۳۱:۸ [۸] 8 | 1۲- (۱۸۵۵ ۶2 
و درنتیجه (۲و1۲-[۰۸]۵[0۴]8 در اين مثال ملاحظه می‌شودکه 


۰۳ ]۸ ۱۶( +۲۲۸[ ۸ ]8( 


2 
(8(۰» که 2 (0 > ( زو )72 سب 
2 ع«جح؟» (ورم)) 4 ۴ (ب) 26۳۸) 22 سب 
۸6:8 6 2 (س 
6( )۸ 2۸-۵ سس 
[۸-8] > و سس 

پس (۸-8] 82 > [ ]۰ - [۸].همان مثالی که در قسعت آخرحل بدد 


[ج ) ارائه شديك مثال ناقض برای تساوی [۵-8] -[8] 8 -[۸] 8 
م‌باشد ۰ 


۳۹ زج( (ویع) 22668۸( > (وید) 6۸۸ )226 جح (۸] ۴ ِ 
بس ([8] ۲ > (۸] ۰8 

(و )فرش کنیم .۰ ۵ عه [ ]۰۵ در اینصورت عصر لا وجود دارد بطوریکه(۸] ۰9 
پس > 2 وجود داردبطوریکه ۰ ۵ 6 (ی ر۰)2ولی ۵ > ( م2) يك 


عاقض است ۰ پس ۵ - [۵ ] ۰۵ 
(ز ) فرش کدیم .هد [] 9 ۰ در ایدمورت‌سصر لا وجود دارد بطوریکه[0])] > ۰ 


پس ‏ ۵ ع 2 وجود داردبطوریکه 16 >(ور2)ولی ۵ ع >2 يك عاقض‌است, 
بس ۵ -[۵] ۸ ۰ 


ی 


(الف ) [(۲,۷) و (1)۲:۱ < 5 ۰ 
۱ | (دبع) و( ۱) 1 ۰ 5 
(ب ) ۳۸-۱۱ > مه | (ود) 1 - 5 ۲۰ 


و 


[ 9/۳۸۵ ی |(وبد) 1 ٩۰‏ 


در اینجا ملاحظه می‌شودکه  50/(‏ 5 نراکه ۳۳| > | "| ۰ 
1 او جید ۳ ره | (ورم) 1 -5 6۰ 
[ و چممج )ورد | (و مع | 5۰۳ 


۳-۷ 
(الف) 
52 موه ع دج ( (2 ول 5۸ > (وزد عد)) 23ج ۱۵۰5 > ( زد >2) 
مسر ۷( 5بجمه > (رع<) اس 
بنابراین ‏ 8 سید« سوه > ۲۰5 ۰ 


(ب ). 
( ۰ (۵,2) 5۸( وع) 27 5(»3*2 ۰ (2ر) 2 3 اج 4 ب 5ه ۶ 


لک سل هچ (9 رس 0 ۱ب ) زا (2 سم 5۸ مات ) اس 


یاک بسجء 0 ٩‏ مه سب ه و ۰ ۲/. 


(ج) 
: 2۱ > ( مر 9ا) 5۸ >(ور<) 3ج ( ۲ 5) ۰ (22) 


(۵,2(>۹ ۸( ۲>(وزدعه) 5۷ > (و دع))) لت« 

> (2 ر6۵ 6۸ (وریت) ۷( ( ود )۸ (وند)) و 3ج 
۰5۷۵۰۵9 >(2 2 ) (ح 

(27) لا (8۰5)) (22) << 

2۳ رع) ۵5۷ ۲ >(22) «-(0) 605(۷) ع(2د) 

(9 > (2ر۶) 7۸ (زررع) زو 2(>۲((۷3 5۸6۵ (ورد)) و 

(8 ۰ (و )الاک > زر مد)) ۷3(( > (ودی) 507 (زر) تس 


ر ۰۷۲ (0۲(۷)2 ۰5 (2ر<) «ح 


(50/۲) 60( ر2)د 


پس (8۰۳) 0 (5 50۲۲(<)0) ۰۲۰ 


(د ) 
(5 0 (2د9) ۸ (ومم) ۵3۷( 5) (2,<) 


((ی روره) ۰۲۷( ,۵)) ۲۸ (ورد)) وم 
((5 > (۰۲۸)۵,2(ومع) 9:2(>(۷) > (ورد)) 3ج 
57 (2ر<) ۷ 07 (و ر<) مس 
(51) لار8۰۳) >( ر2) سس 

آه و (رج) ۰۲۷ (ژی<) جد ر۲هع)لا(۰2(6)0۰7) 
٩(‏ + (4,2) ۰۲۸ (لاسع)) 2 3(۷) > (2د3) 6۲۸ (ورس) تم 
(دل»(۸۵+2) (قیت) 3 ۹(۷2 1۷ >(۵23) ۰۸ (لزود)) زاس 
5(۲ 0۷ (3 ی) ۰7۷ (5 ۲۷) >( 7 رع) چس 


۲ (5 ۸۱۷) >( ر<) دح 
پسی (0۲ع) لا(۰۳۲ 6) <۰7۲ (5 ۱). 


[ ۵ (>(وزرد) 501۸ (رد)) 2ج( 2(۰)60۲و2) 
(۰2(۰5 ۲۸6۵ (ل )5۸ (زدرع) وج 
(((و )۲ (درع) ((2ر۸ 5( )اج 
آن 6 (ورع2) 05۸ (وژول) وس 
( 8۰۲ ۲ (۸۰5) > (ر<) مد 
پس (0)8۸۰۲ (50۳۲(2)۰5) ۰۰ 
فرض کنیم ( )ر ((۲و ۲)ر(اد ۲) 1 ا |(۳۸۳)د(د ۲) (۷د 10۱ و 


مفحه : 9 


ه((۲۰۳) ۵و۲ )ی(۳ر)1 > [. درایسوت |(۲:۲) 1 - 0۲ 5 وداریم 
1( د۲) و( 1 ات( و ۲) و(۱د۲)د و16 5 ول -(0۳ ۱ 
و درنتیجه [(۱ و۲ ) )1 <(۳ ) 05(0 )-در این مثال ملاحظه می‌شود که 
(0(0)۵۰۲) و ( ۰۴۰5۱۲ 
9 (۲۸)۵۰2(>09>(مع) 23 د ۰۲ (252()605) 


(5» (و۵) ۳۸ >(3:2) 6۲۸(ومد)) 27 جح 
((5 > (ووو) 7 (ز :)۸( (2 ۲۸6۵۰ (وزرد))) 17 جس 


2:2(>6) 6۵1۸( رع) (سد 
(۰۲ 6) 80۲(0) > ( زو 2) <ح 
س 67 820۲(6) 1۶ 5(۰ )۰ 
کي( (1۱۲ -]؛ (۲:۳ )«(۲و۱ 1 و و |(۲۷ ( ر(ا«1)۲ طلا 
در ایصورت | (۱۲) 1 ۳ افو فتبه دازنی: 


(م) «(169۲ -5ما رل( رو 361-1 و [600 -۸05(۵۲) 


بس |( (1)۲۸-(8۰۹) ۰۳(۸ ۶) و در نتیجم(9ه6۵(0)8) 4 05(0۲ )۰ 


> (5۸)۵ (وم<) وس 05 >( جس (2,*(>)0۰5) 
چم + («ر) حه ( 1 >(223) ۸ >(,9)) 3 مس 
پحر, ۳ ی ۳ 7"( ۸۰) ۰ 


(2۰5 (و )۰۸ »6 بح ۸ | (۶۰۹) > (چ , ) 


(۵,2(>6) 5۸ >( :)۸ ۸>) 1 [مسم 


(۸ (۸/۵۸2 5۱۸ (ص) [13سب 
(5۱۸) ۴۰ (د<) مس 


س ز(م 8۸۰/6۱ ۰6(۱۸) ۰ 
۱ 
5 ۰۱ (۷:2) ۲۸( 2۰)) 39 جح آه ۸ (2:2) 
(5 >(9,2) ۲۸ >(2,۸)) 1 «سب 
> (:2) (سه 
پس آوو آه ۲ بطریق مشابه می‌توان نشان دادکه 5 ۰1 
(۰9 8 >(2دع)۸ ت صه (۸] (5) > 7 
(>(2 :)65۸( 26۸۸62 19 22 جس 
(9:2(>8) ۸ [۸] 65 ) 31 جس 
[ه]ع] 8ج سب 


بس [ [5]۸] ۶ - [ه) (۰)8۰5 
( هم ) 
(۸۰9>(ورح) 22ج (5ه۰ج]) وله > >ر 
(8 5۸6922۱۰ >(ودع) ‏ 3213 جسه» 
(# سم ۸ 5 >(9:2)) 27جسب 
0 ]5 2 «سسه 


پس 46 5 (0۰5) . 


31 (2(>۸۰9 :)32 جه(8۰9) «وله > 2 
(>(9۰2) 5۸ >(دع)) 2 27 مس 
( مه > 4 5۸ > (عو)) 7 سس 
[7۸] 5 > سس 
پس 8 مه ٩(- ٩]‏ )رسمه . 
(۶۰5 >( ع)) 32 ح (9 مظ) مس 2 
(۸)3۰2(>۸ 5 >( د<)) 1731 مس 
(9:2(>۶) 5۸ سب ) 11 سب 
[ 5 بسع ۳ ورس 
پس [و مت )رو ه ) سم ۰ 


۲-۲ 
[الف ) 


۱2۳۵۳4 


([ب ) 


ان 


[الف ) خیر » زیرا که مثلا" 8 ۷,۷(۶) یا مثلا" 8 غ (ورد) 
زب )بلی » زیر! که داریم : 

۸( و 9) چست 2۱۴ + ل (د ۱۴ > و جع جسد 6 > (و د2) 
اج ) خیر » زیراکه لا .2 > (۲ولو ‏ 8 ۷۷(۶)درحالیکه ۸ #(۷, ۰)۷ 


صفحصه 0۰ 0 


حل مسائل فصل ۲ 
۳-۱-۳ 
([ الف ) 
7ج | ۸3-۱2 2۱| ص > (دعد) «( د<) 
پس ۲ يك تایع‌است ۰ 
[ب ) 3 و جسه 2 ۸3 2 - ل جد ۲۲ > (چء 2 ) د(لز « 2) 
پس يك تابع‌است* 


[ج ) ملاحظه می‌شود که ](۱:۲) و ۲ ۳(6:)ولی ۲ ع2 ۲ «پس ] يك تابسسع 


( د ) 3 اجه ۸-۷26 ۵۸-۷2 چ * جح >( ر 2 2) د ( 9 «2) 
پس ] يك تابع‌است* 
۱ه ( ۴۲ 
زایف) جب ۰3:0 + 
اج - |ع|-(چ) ۴-(30) ۵-۴( ۴۰2) 
: ۲ه 7 
-(۱<۱) 3 - (۶)۸) 7 - (هه) (10۴) 


ملاحظه امی‌فنود که در اینجا ۴ 0 ۰۴ 


0 جبب :۶۰1 
ب <(20+۱) ۴ ((1)2) 2۱-۲ (۴۰3) 
عب (۳-1۰: 10۴ 
بجد ۱ +بد -()1-(1)60 د() (103) 


ملاحظه می‌شود که در اینجا #ه 3 4 ۰ + 1 


۳-۱-6 
( الف ) فرض کنیم که دارای یلمعکوس راست‌مانسد 7 است‌پس 7 يك تابح‌از ] به ۸ 
است‌بطوریکه ج + ه + ۰بس >-()( ۰ #)چون ه ج 6 : 7 پسس 
906(<۱ یا ۲-(>)۰3اگر 6(<۱) 9 آنگاه -(۴0-((3)6) ۶ 
و در نتیجه -(۴9()0) که يك تاقض است »اگر ۲-<-(1)4 آسسگاه 
<(۲) 3)0((<۴) و در نتیجه ۰ <(808()6) که دوباره يك 
ساقض است» پس‌در هر حالت‌يك تتاقض بد ست‌می‌آید و در بتیجه ‏ دارای 
معکوس راست‌نیست * 

[ب ) فرش کنیم که ۴دارای يك معکوس چپ مانند 7 است * پس 7 يك تابع‌از 9 به ۸۵ 
است‌بطوریکه هم 2 10۴ »بدابراین داریم : 

۲( ۴) 3( (30۴) را( ۴) 3-(10۴()۳) را (۶6۱) 1 -30۴()۱۱) 
و در نتیجه د اریم : 2۳  )(‏ ۲<() 1 «3)2(<۱ 
ولی ۷-() و-(ه)ق يك ماقض به تبحبودن ‏ است » بابراین چلیسن 
تابعی وجود ندارد » یعنی ۶ دارای معکوس چپ نیست* 

۲-۱-۱ 


(الف ) ((۶ > (د )۴۸ مس ع4) 1 | ]۶-1 ول 
]9-۶6۵ ۴۸ > 9) 3 | ب«) < 


(( > (و م6 مه > )32 | و 1 ۴ مد 
1-۶1 ۸ ره بم) 3 | 1 - 
۶ مه »ی 1۶ س 
۲-۱-۲ 
ای ر ی وه و ی نس 
تافو نویه معکوس پذیر است‌و در واقع ‏ #۱۱ ) 
" - ۲ - ٍ- 
بای مگ ود ۰۶ و ودوب دوم 
دراینصورت خوا هیم د اشت : ۱ 
۳ ۴ اس اس وت 
۰39۰9 و301 ۰3( ۰)2۰۴[-( 3( 30۳) 
س ۳ ِ- ات 
مراد هم گم( ۰۶-۶( 8 #-(۰۶ ۰/3( ۰ ۴) 
پس هکس ۳ 0 هی با شد ود زانتیته ۴ معکوس‌پذیر 
است‌و در واقع ‏ آو # - ال( ۳ 
۲-۲-۲ 
(الف ) فرض کدیم .2 ع وارط و () 2 (1 * در اینصورت د اریم : 
هم ۸۵۸۴ | بات [طا-(ه) ۵۸۴ بر | بر[ 
چون + پوشاست‌پس ۸ 6 ۵ وجود دارند بطوریکه |( و ی 
چین ظ۸(۶) ۳ ین [ ط ‏ (12:|2:>۸۸۴6۵» و در یج 


| - ۸۸۴۵ بمب | عبه. پس ۳ ِ )1 ۳ 


ی 3 


 < ۶ )( <‏ و در نتیجه 3 يك بيك است» 


عکس این مطلب د رحالت عمومی د رست نیست ۰ یعنی 1 می‌تواند یذ بيك باشد 


فرض کدیم 1۱۲ < ۸ و ۲۱ 2 و اج ۸ : #بصورات 
۲ (۱) 1 و ۳ <(۲) تعریف شده باشد ۰ ملاحظه می‌شود که 4 پوشانیست. 
در اینصورت ۳ب ر(۲ر[1۵)۱-(۸ بح ٩‏ از 8 به (۸بمورت 
زیر تعریف می‌شود : ۱ 
4 - (3)06 1۳-1۲1 
ملاحظه می‌شود که 9 يك تابع‌يك بيك است د رحالیکه ۴ پوشادیست ۰ 
[ب ) ابتد! نشان م‌د هیم که چون + و 3 يك بيك هستدپس نیز يك بيك است ۰ 
((۶2(۰1)8) - ((9) [ د۶)2۵) مک( و 6 (وامم) ۸ 
() 1 < (1) 2/(۸) ۶ < () رس 
4 < 2۸ 2 چس 
( «2) - ( لا و2) جس 
پس 6 يك بيك است ۰ حال نشان می‌دهیم که چون گر و پوشا مستند پس 7 


نیز پوشاست * 


و سد ۰۵۸۰0( ) 
1.41 36۰6۸( ۸۸ 2) » 7 چس 


(300- ۴)۰(۸۷ 2۸ ۸ 2) وله رس 


۵ ٩ ۰ مفحه‎ 


(300 ۶6۵ > ۲۱(۸۷۸))() 3 و 

((د »)4 (رط) ی «ه(»بع))(»رم6 3 جب 
پس / پوشاست + بدابراین از دو سوس بودن ۴ و 7 دوسویسی بودن 6 نتیجسه 
مي‌شود * 

(ج ) ابتدا نشان م‌د هیم که اگر ۴ 10 يك بيك باشد آنگاه ‏ يك بيك است ۰ ۱ 
بوسر رم (۶د0) ده (3۰۶) مهم ۴) و -( )۵-۴ ۱۴ 
پس 1 يك بيك است ۰ حال نشان می‌د هیم که اگر # ۰ بوشا باشدآنگاه9 پوشاست . 

(> -((۶) ۸۸3 ») 2« (- (۸)( ۸۸3۰۴ ») 2ج ) > ۲ 
پس اگر 8 > ()#- آنگاه 6 -(۵) و در نتیجه 9 پوشاست * 
فرض کنیم یب ۸» ]۵و۴ و821۲ و 1,۷ ] ع - تبح از ۸ به وتابع 
3 از 8 به را بصورت زیر تعریف می کلیم : 

۷( 3و (۴) 3 -(۳) 1 و۴( ۲) ۶ و۲ (۱) ۶ 

ملاحظه می‌شود که ۶ يك بيك و 9 پوشاست » در اینصورت‌تابع از بثر به) 
بصورت زیر تعریف می شود : 
3)۴(<7-((۶6) - (90#()۱) و (۳)-(۴)۱) 2 (۱) ( 1۰#) 
ملاحظه م‌شود که 07 دوسویی نیست * 


۳-۲۷ 
([الف ) مها تابع‌از 4 به ۱ است ۰ زیرا که # يك رابطه از به 2 است وبحلاوه 
چون 4 عصر ندارد دو زوج مرتب با موه لغه های لول مساوی و مو* لغه هنتنای دوم 
نامساوی در 0 نخوا هیم د اشت » بنابراین 4 يك تابع‌از ۵ به م است و روشن‌است 

که تنها قایم نیز می‌باشد * 


(ب )اگر ۵ + ۵و ۵ < آنگاه تابعی از ۸۵ به ها وجودندارد » زیرا که اگر ۶ 
چنین تابعی باشد آنگاه چون ۵ ,۸ پس ۸ > 0 وجود داردو در نتهجه ظ 9(6) ۴ 
۳-۳-۹ 


( الف ) فرض کنیم ۲۳ را < 81۴6۵1۰۸ و تابع # از ببه بصورت زیر 
باشد : 


۵ <(۳) ۶ ر ۵-(0۲ ۶ ر۱(<۴) 1 


فرض کدیم ۲ وا سپرو 1۳۱ ۰ د لتضورت ۵ عد 4(())( و در نتیجسه 
دارم : 2۲ ]۶ ر 1۴۵۱ ]۵۶ -[۷ ]۴ 
پس ۲)- ۲0۶00 ۶ ۰ ملاحظه می‌شود که د راین مثال 


(] 0۴ [0] ۴[ 0 2] ۴« حال ثابت‌می‌کدیم که شرط لازم و کافی بسرای 


ایکه تساوی_ [6ر] 00۶(« #-[*200] ۶ برای هرد وزیر مجموته ۱ و ۱ از ۸ 
فرض کدیم که 8 چ۸/: ۴ يك بيك باشدو ث > رو( نشان می‌د هیم که 


[ ]۰۴0-۴ بنابه ۲-۲-۸(ج ] دارینم: 
[ (] 0۴(*] > ([ ]۰۴ حال ثابت می‌کنيم که 
[ ۴0۲[ 0۴[] ۰۲ 
]>[ ] ۲۳0۶ ۲ > و 
(() ۸-۷ >(« ۷۸2۴ >») 2 «س 


(()۴ (0) ۴ 3 ۸ )2 ور[ <«س 


وک يك بيك است‌و (۴)24- (2)2 پس 2 < ع2 و در نتیجه ۷( 2 و 


(2) 2۴ 4 ه 
بدابراین 0 ۳ ۴ پس تساوی ۲ ۴ ([] 7 < ۲ 0 «] ۴ برقرار است* 


بریکس فرض کدیم که تساوی ‏ [<) 0۴ [4() ۴[  ]00‏ برای هرد و زیرمجموه 
از ۵برقرار باشد ۰ نشان م‌د هیم که گر يك بيك است ۰ 
مج ماد( ]همم 4 - هم +1صمم عم ۶ 
بنایه فرش دایيم [(َ]]0۴(()] ۴-[(/0 ()] ۴ پس ۵ +(ء) 0( » 
یرا که در خر اینصورت ۰ ۵ - [[م)0] ]که چنین دیست «پسس 
8 [ ۱02 ]و در نتیجه »22 »2 ۰ بدابراین گ يك بيك است ۰ 
(ب ) همان مثالی که در ابتدای بدد ( الف ) ارائه گردید مثال ناقضی برای تسساوی 


[-)ر] ۴200-6-۶ است ۰ 


حال نشان می‌د هیم که برای هردو زیر مجموته و ( از تساوی 

[«- 0 ۴ [ »ر] ۴ -[«]۴ برقرار است ‏ اگر و فقط اگر تایه ج م۸ :۳ 
يك بيك باشد * فرش کنیم که ۶ يك بيك باشدو ۵ عپری(نشان م‌دهیم کسه 
تساوی [ «- «] 7[ «] ۴- (ر] ۴ برقرار است * بنابه ۳-۲-۸( د ) داریم: 


[ ۷-۷] > [۴]6-[0 ۰۴ حال نشان مد هیم ک[] +-[۴ع] ۰ 


> ۳ 


(۵ ۶ ۷۸۵ ۸ )1ج 


در اینصورت . []۰۴)2(>۴ همچنین [ ] ۴ ۲)2(۶-زیراکه اسر 
[ ]۴ > («)۸ آنگاه (م) > ۶60 برای يك 6( 2 چون ۴ یسك 


1 


بيك است‌پس ون وذر تقجه ۷ 22 کیان تتاقض است ۰ پس 
[< ]۶ رو [/ ] ۴( و در ستیجه(] | ۴ (ع) ۰-۴ 
بت [بر-«] ۶ < [] ۶ -[] ۰۶ 


برفکس فرض‌کنيم تساوی ‏ [6(- 7] ۴-[] ۶ -[0] ۶ برای هر ۸ > کا و6( 
برقرار باشد »یشان د هیم که ۴ يك بيك باشد ۰ 


ی و 
یه داي [(عم) ]4 ]۶ >[ - م۶ مس ((م) -(م)] ۶ 


9 1۱-1 ود رنتیجه ‏ 2 ع :۰2 


(چ انشان می دهیم که  ]«[‏ لا[ لا ] ۰.۲ 
جع ۷ 
۸3 ولا 2( 7 ح بل( | ۶ 1 
(() ع ز ۳ ۰ )1 «حسح» 
([م] عباوت 
۳۹ ۴لاء [ دس 
خه ‏ 4 
پس . [ر] ۶ لا -[فلا] ۶حال نشان می‌د میم ک0] 0۶ >[0۰۸ ]۰۴ 
> ار مگ 
مس له > ») 3 مد [ ۵۸ 0)] > 1 
( ۸۱-۴( 2 «ست گس ع کز(۷ »2 رد 
([] ۶ > ۷ «س اس > )+ ۷ «حست 


وس 
ق و 
۳-۳-۱ 
اسان دمم [۷] 1 1 -[۷] ۶. 
0 ره باه هب [ه لا] 7 
1۷ 0 ۵جسه (0 7 8۸ ۷ رحس ۱ 
ویس 00] 2 


(۱ع(۴ 8۷۷۵۷۵ ۱ وم ۴ج [6 2] > 
۸ 3 )0 عصه  ]۱0(‏ «س 8 ۲۷۷۷6 
1 
پر (۷  ]‏ 0 -[086] ۰.۶ 
۵ ۷۰ ۳ 
(ب ) نشان می د دیم‌که [[۳] ۶ ] + # ۰ 
[(]۶) مس( ؟) (م) + جس(ه 2 
پس: [ [] ۶] ۴ عم« * حال نشان می‌د هیم که تساوی ([۶۲) ۷-۲ 


برای هر زیر مه نه )۱ از با برقرار است اگر و فقط اگر تابع ۵ ج ۸ : ميك بسك 


باشد ۰ 
خر: نیم که ۶ يك بيك باشد + بنبه قسمت‌اول این مساله [ [« ] ۶] ۶ 0 


شان مد میم که > [ [ ] ۳ 2 ۰ 


رم رم انح لمحت [00 ۶] > 


چون ۶ يك بيك است‌و(یم) ۴ عد (د) 1 پس 2 »2 ودرنتیجه . ب > ۱2 
بدابراین تساوی [ [*] ۴] ۴( برای هر زیر مجموعه )( از ۵ برقرا ر است* 


۳ 
برعکس فرض کلیم که تساوی |[ ۳ ۴ ح)(برای هر زیرمجموعه ۷( از ۵ برقرار 
باشد ۰ نشان می‌د هیم ‏ يك بيك است» 


۲( ]هس زه دمص هع و 
بنابه فرش [(«1]ع] | )و ۱" 2 7 1« پسسس 


۱21 - 11 و درنتهجه 2 -2.پس 1 يك بيث أاست۰ 


اج ) ۳ ۳ 
(مم ۸9-۴ ۰۱ (۴)2) < وس () 7- ۸ [۷] > )72 دس [] ۶( 


((> و «س 


(مم ۶ -) >« 2 جس ۴ برس > وجت (( > ز 


پی لعج #ردرسب [(] آعدبی ‏ [ ]> 
ناراین لا ([ ز ] #] 8 ۰ 


( د ) فرش کنیم > <-8: 2 يك بيك باشد و برای دو تابع 9 و از ۵ به ] داشتسه 
بأشیم ۰۰3-۸ نشان می‌د هیم که ۸ - 5 روشن است که 7و ۰07-۵ 


فرض کنیم که بط > 2 » در اینصورت د اریم : 


202 کت (هه)4) ۶-(«0)؟ ج()(۶۰۶) -()(۶۰3) 


پس 4 - 5 . 
برعکس فرض کنیم که برای هر دو تابع 3و یرتساوی ۶ ه 0-۴ نتیجه بد هد 
۰ شان می‌د میم که ۴ يك بيك است» فرثر کنیم ج] ع و طو 
(ط )1 < (ط) ۶ ۰ فرض کدیم ۸ يك مجموعه غیر تهی باشد و تعریف می کتیسسسسم 
8 جسم :و و 8ج ۸ : #6 بطوریکه -(2) 3 و طا ع () 6 
برای هر ۸ ۰2 در اینصورت‌برای هر ۸ 226 داریم : 


هم (۰ ۴) < (م) 4( )1 -(0) ۷-((10) ۴ - («) ( ۰ ۴) 


بدابراین ۶ ه ۶ عت و وبدابه فرش # -3.پس () ۶ <(1)2 برای هر 
۸۵ »2 و در نتیجه کا ع + پس ۶ يك بيك است* 


( ه ) فرض کنیم ۸-۵ : پوشا باشد و برای دوتابع [و از 8 به ) داشته باشیم 
2*۴ ۰04 نشان می‌د هیم که < 3 » روشن است که 67۶ 6 3 7 . 
فرض کنیم که ۵ 3 در اینصورت چون ِ پوشاست‌پس ,۵ 2 وجود دارد 
بطوریکه (:۴)2 ۰ پس داریم : 

(و) گر (مج + 4 > هم (#) > ۵ (90۴)  )۶)۱(-‏ <(3) 7 


بدابراین 7 3 ۰ 

برعکس فرض کنیم که برای هردو تابع 3 و تساوی ۰۴ < 77 نتیجه بد هد 

< ۰ شان می‌دهیم که ۴ پوشاست ۰ فرض کنیم ۶ پوشا نباشد * دراینصورت 
( عبت ۴ 77اه ۰ فر‌کنيم که ,یی ق ع واو .. + مرمع را در ایدصورت 


طط ۰ حال 8ج ظ :3و ۵ ج 6 : 6 رابصورت زیر تعریف 
2۳ اگر (۶) ۴ ۸ ۴ بسعد > 9 ذ 2 ۱ 

کر ۳ : 

و اگر 20) > و ۸ ۶ مه > ل ز 2 

اگر ۶ سعه # و ز مط 

چون ط عد ط پس عبٍ- 7 ۰ حال برای هر ۸ 2 داریم ؛ 


#)(- | 


(م) ( 64۰۴ - (هد) ۴) ۶ ع * - (() ۶) 3 () ( 31۰07 ) 
پس . 2۰۶ 70۴ وبدابه فرش >#- 7 که يك اقضاست * بدابراین ۸71-8 
و درنتیجه ‏ پوشاست ۰ 


۲ طقس ۲۵ 
شان می‌د هیم که ۷ ص ‏ 
روا ۸/۸ ع9) و وس (مط ۸۸2 > ج) 3ج ماک 
و 1۱ پس /۸۷/ > 2,برتکس فرض کنیم ۸۷ >:۰2د راین 
صورت ...و61۱ »2و چون ع (مدو.... وا پس گس لا » 2 یعس 
م۵ لا 6 ۰2 بتابراین ۸۷ بر ۸( حال نشان می‌د هی که (1] < ۰۳۱۸ 


77.۷ 
چون برای هر ین ع ‏ داریم (عاپس بل 0 »۱ 


و در دتیجه مد مر ]۰۱ 
۷( 


11 ع 2ج ( هچ 6۸ )۷ج وه ۲۱ > 2 
بدابراین ۱ ۱ 2 پر ۲۱ ۰ 


7-۸ 
۳-۲-۵ 


(الف ) 1۲۵۱ - :۸( افو و 
[لده] < اه رم و [۱«ه]- را 


اه 7 


(ممی) ۱۸ و 2( 0 


۲-۲] 


ِ ز8 ۸۶ ام نس 
[» ۵ ۱ 
( 8 ۸2 62-۰۸03 )دس 


(68 26۸۸2[ > (61) زو (جسسه 


( 61۸26۸:08 1۸ع)) ز ونتجسسه 


(( ز8 وزه) 0 6 ) (سسه 
[ء د 


(ز68 :6۵ لا ۶۱ 
[6 161 


بس (ز8 0 ز۸) با را -(ز8ل) 0 (۰)0۸ 


(ب) ز8 ۷۲۲ ی 0) لا (:۸ )»2 
[»ز 1 


( <<[ [) ۷۷( :۸ 1 ۷<سسه 


(ز > »۸۵:۷2 « «ص[ء ز161۸) ز۷)اچسه 
(ز۵ لانهء دص [61۸)) ز۷۷جسه 
((ز8 ۸) (>جسه[ع))]لامسي 
۷ 
(ز8 ب۸:۱) 1( هه 
[ [ع) 
سس (زق ۱ ۸) ۲ ۸ (ز8 )لا (:۸ 4 


31 ۱6] [1 


زظ ۲ لِ ۰-4« ۰( لا« مس زظ لا-زخل) > 2 
[»ز .1 
۲[ 


(ز8 ۶ ۶ < ص[ء ره [ع) ۷ <سست> 
(ز8-: 1-۰۸ ز1۸ع) ز۷] #جس. 
((ز8-زه) )سب 
( زو -جه) ۱۱ رسس» 

161 [ 


بس (ز8- ۱ ۸) ۸1 0 > ز شا لا - ۸۱ لا 


ع ۱ [13 11 


(د ) 


8 ۸4 ۸ رس ز۵(م 6۱۸ 2 


[ءز ۱۰1 


ی ۷ سس 
(ز8 ۸۸ج[ ز1۸ع۱) ز2 سب 
(ز8 - > « حص > [1۸ع) 3 اس 
(ره - زه) لا« ۷)1پی 
زفزا 

(ز8 -:۸) (۲۱۱ سب 

(»ر 61[ 

ی 


[»ز ۵ ۳ ز[ز ۹ 


چی (رظ - ۸) لا 


۵ لاء ۸۰ :۸ 26۱جسه زظ (۷۱< :۸ لا ۱ 
دز 0 9 
(زهء و ز) زت (:1»»۸ع) سس 
(ز8 ۸۵ ۸ »2 [> [1۸ع)) [ ][جسس 
(ز8 >( مد) 7۸ ز161۸) ز3 7جسسه 
((زظ« :۸) لار»(ود) 61۸ ]) زاس 
(ز8*:ه) لاباء(وم») سب 


بس (رظ «زه) ل) 0 


رعء 16۲ [>[ تْ 


(و ) ۶ ۱) ۱ ِ 
0 :۸ > سه زظ ۸۱( >( د) 


(ز9 ء وج[ ز) ۸۷ (6۸ ج 1 ء) ]۷جسه» 
(زق» و ۸۸ دج زء ز۸ 167) ز۷ ۷ج 

(ز8 رنه >( رعت) مزع ز161۸) ز۷۱۷جسسه ‏ 
((زقدنه) 1 (د) ‏ [ع)) ۷(سست» 


زز8 :۸) ۲۱ ۲۱ >(وارد) سس 
[ءر ۱61 


(ز8 « ۸) ۱( 1 ۱*۲۱ ۸۰( 


[6ز 7۶ [ز 11 


ز۲۱8 ۸:۸6 لا رس زظ ۱)نج لا( :2) 
(ز 1 >( 11 


(زق > ود[ ز) ۸۷( ۱61۸26۸) دس 
(زقء و۰۸۸ <<[ (1۸)) ۷ ارس 
(ز8 :۸ (ید) دز ۸ 1ع) ۷ سس 
(۱ زو 0 (۵ )۸ 1 «حسس» 
۳ ۸ لك 6 (23) (سس» 

(زم « ۸) را 8 هن 


11 رتز 11 


۲- ۲-۸ 


می‌خواهیم نشان د هیم که | 8 جب ] : 919 ۸۱ ۰ 
اک 
چبای هر دایم زبس زار درجم 8ج[ 
پس[8 ح-1: 113 ) > ۰۶برکس فرش کنیم | ۵ ج- ۲ : 1813 ع ۶ , 
در اینصورت 8ج[ : ۶ بطوریکه برای هر ۲ 6 داريم 8 46(6چون 


8 ۸ برای هر ۲ یس .در ۴):(6 برای هر ] > ]بدابراین 


:۸ 7۲ ۰۶۶ بس | 8 ج 1 : 1013 < ۱ 


۱1 


حل مسائل فصل_ٌ 


۱-6 

(الف ) 1 انعکاسی نیست‌زیرا که مثلا" ,۲ 4( ره کتفارن است زیرا که د رجدول 

ملاحظه می‌شود که اه نسبت‌به قطر جدول حالت تقارنی دارند ۰ 14 انقالنی 
دیست زیرا که مثلا" (] > (وارت)و >( رط)درحالیکه .۴ 4 (ه ریت)۰ 


همانطوریکه د رجد ول ,۴ ملاحظه می‌شود داخل همه مربعات روی قطر جسدول 


عدد ۱ قراردارد ۰ پس > انعکاسی است ۸39 متقارن دیست زرا که 5 > (و وت)در 
حالیکه؟/#(رط) ۰ انتقالی‌دیز می‌باشد * 


(ب ) همانطوریکه ازجدول (] پید است / ادعکاسی است‌ولی 1 متقارن دهست" زیسرا 
که مثلا" (/ ع(۲وا)درحالیکه + ۶(او۲)*همچدین +] انتقالی‌است* زیسرا 

که داریسم : 
3 > << 2 > ۸7 8 > 2 (سحد ۲ >( و ) و (2) 


>( :2 ) (س 


(ج | چون هر مثلث با خود ثر متشابه است‌پس انعکاسی است * همچدین اکر 
مثلث »2 با مثلث ‏ متشابه باشد آنگاه مثلث لا با مثلث 2 متشابه است پسس 
اگر ۲ >( و 2) آنگاه 6 > (2 رل)/و در نتیجه (/ متقارن است » بعلاوه 
اگر مثلث >2 با مثلث لّ و مثلث 4 با مثلث 7 متشابه باشد آنگاه متلسث 2 
با مثلث 7 متشابه است * پس اگر ۲ > ( رع2) و > (2«) آنگاه 

6( 2) و در نتیجه ‏ انتقالی است» 


چون برای هر ملث »2 » مساحت »2 مساوی مساحت 2 است‌پس برای هر »2 
داریم ر؟ 6(< و <) و در دتیجه ر؟ انعکاسی است * روشن است که اگرمساحت 
2 مساوی مساحت ٌ باشدآنگاه مساحت ل: مساوی مساحت »2 است*پیس 
اگر 5 >(3د<) آنگاه 5 6 (2و)و در نتیجه 5 متقارن است ۰ همچنین 
اگر مساحت 26 ساوی‌مسامت ان ومساخدتازمسادی مسامت تاد انا 
سامت »2 مساوی و است .پس آلر 5 ع(زد2)ر 5 6( 2رلو) آدسگاه 
5 ء( ر 2 ) د درشجذن اتقالی است. 


۱-1 


[ الف | فرش کنیم ۲۱ « ۱ وا( ۱۶۳()۱۲)ر(1)۱:۱-] » در اینمورت 2 یساده 
رابطه انعکاسی روی ظر است نظهریکه 1 زرا که |(۲۰۷) و (اد۱) 1 < ۰1 

[ب ) فرش کنیم |۲ر ۱:۷ 1 و ۲1 9 (۲:۳) ر(, ۰-16۱ در اینصورت) 
يك رابطه انتقالی روی ۵ است‌و بعلاوه داریم | (۳, ۱ 1 و 
د رنتیجه اعد ۸۰ ۰ 

(ج ) فرص کنیم ۵ > چ ر 3 ر>۰2در اینصورت‌د اریم : 


(9 (3) ر(ومم) مد 0 ۸6) ۲ ۷ج )۲۱ > (3:23) و (9 ر<) 
33 (چ و 2) «ح< ۹ 6( رس 
0/۲ > (2) «سد 


پس 1 (] يك رابطه انتقالی روی مجموعه ۵/ است* 

حال فرش کنیم که برع | زو )ر(۳د؟ )یاه )1 -اد|(1)۲:۱ ۰5 

در اینصورت و 5 هرد و روابط انتقالی روی ۵ هستد د رحالیکه 
[(۳()۳۱د۱) «(۲:۳) «(۲د۱) 1 5 ل)] يك رابطه انتقالی روی بر 

دیست ۰ زیرا که مثلا" 5 5 لا > (۳:و 5 8 > (۱,) درحالیک 


5 لا 6 #(۱دا) ۰ بنابراین درحالت‌عومی لزوس نداردکه 60 لاینسك 
رابطه انتقالی روی ۸۵ باشد ۰ 


1-۱-۷ 


۳ وت 

(الف)اچین ۲ لا 8 8۶ پس 5 لا 6 شامل 1 است + نشان‌س‌دهيم 
که | لا ۲ يك رابطه متقارن روی ۵ است * فرض کنیم ,۵ ع با رع2«در 
اینصورت د اریم : 


۲( (درین ج 4 (دد )3۷ ( راجت > رد ۷4۰ ع رنف کت ج  ۱(‏ (:2) 


9 لا یك رابطه متقارن روی ,۵ است ۰ حال فرض کنیم 8 يك رابطه 
متقاین روی۸۵ باشد بطوریکه 5 ع ۰/1 نشان می‌د هیم که 8 ع ۲ زا )٩‏ . 


۰۸۵۰ )۴۷ 6 (وه عم جع (وزد )۸۷ + (لارع) ج اه لا (9:<) 
5 )۷ 5 << کت و (« رل 6۷ (وارعد) وک 


5 > (9 9 ) (عسحد 


5 ع رن چر. بنابراین آچزن کوچکترین رابطه متقارن روی ۸۵ 
شامل ۲ است» 


رن بس 13 و سس 


یس هی ی ی 
پس 8۳۴۲ يك رابطه متقارن است * حال فرش کنیم که 5 يك رابطه 
متقارن روی ,۸ باشد بطوریکه ؟] > 5شان می‌د هیم ( 8۵ ع 5 . 
8 در ۸ ور عم چگ ی (9:2) ۸ (وه) )درک شقایتٍ 5( ا,<) 
۱ )>( رع2) جست 8 > (9 مع) ۸یج سب 
پمور هنعط یم ای ۸ 


داخل ۳ است ۰ 


0 


(الف )یرای هر  (‏ 2 چون ۱2۱ > 2۱ | پس برای 6 »2 داریم »62 ب2 
و درنتیجه >] انعکاس است * چون ۱۲۱ > ۱۱| پس داریم ۱۲ در 
حالیکه 8۱ ۲ زیرا که |۱| > ۲۱|. پس ] متقارن دیست * برای مسر 
:ورد اگر ۶۱| > ۱2۱ و ا| > || آسگاه 
او | > ۱2۱ ۰پس برای هر 6 > رو وع2 اگر ژ 2 و 3 

آنگاه داریم 3 6 2 و در نتیجه ‏ انتقالی است ۰ 


اب ) چون اب ۱ + | پس ۱ | و درنتیجه انفکاس لیست ۰ 
برای هر ۲ پارع2 اگر ع و + 2۲ آنگاه 2۱+ هن ۰پسس 
برای هر 6 > ۵ «»2 اگر داشته باشیم ‏ 8 2 آنگاه داریم 2 ود رنتیجه 
6 متقاین است ۰ حال داریم ۱ < "و +۳ و ۱۳۱+ 0۳ و درنتیجه 
داریم 8۵ | و 0۴۱ در حالیکه داریم ۱ 80 | زیرا که | ۱۶۲ +۰۱ 


اتطالی تیست: ه 
(ع( پس ۲۵ انتقالی 2 2 سح 2 227 »2 + مه چسستد 7 2 


خی ۱:۶ مکی ا رتیه 
2ج ب چ2 عد نو چا و چست وچ + 2 جسد ۸۱ 2 > و وید 


7 جس + او + جسه +او و جوم و + لاه جمم جسد و 62۸*9۸ دود 


پس 1 انتقالی است» 


( د ) چون .۸ غیر تهی است‌پس عصر 2 وجود دارد بطوریکه 26۵و در نتیجسه 
(۵)۸) > () رض ۰ جرن بک(00۸( دایم و دق ۴6ا بسن ج اشگاس است. 
چون 1۲ ۵ پس داریم (12 8 ۵ درحالیکه ۵ 7 یه زیرا ک 
۵ (») . چسی ] خنقارث جیسنت ۰ ۱ 
رچت 2 ع رجچد ۸۷۶۰2 ۶۷ج ۷2 666۸۱۸۱۷ > ولا وکر 
( هم ) اگر 2 آنگاه می‌توان دایره ای بمرکز مبد | * مختصات رسم کرد که محیط آن شامل 
نقطه 2 باشد * پس داریم »282و در نتيجه ] انعکاسی است * اگ 26۴ 
و داشته باشیم رک آنگاه 2 و ك‌ روی محیط د ایره ای بمرکز مبد | * مختصات 


قرار دارند و درنتیجه ‏ لا دع2 نیز روی محیط همان دایره قرار خوا هند داشت* 
پس داریم ۵2 و درنتیجه 6 متقارن است *اگر ۴ 6 2 دل «ع2 و داشتسه 
باشیم 28 و 2 6 3 آنگاه 2 و روی محیط دایره ای بمرکز پسسد ا* 
مختصات و و نیز روی د ایره ای بمرکز مبد |* مختصات قرار داربد * چون این دو 
دایره هم مرکز هستتد و دارای نقطه مشترك بل روی محیط آنها می‌باشندپس باید 
برمم سطبق باشند و در نتیجه »2و روی محیط د ایره آی بمرکز مبدا* مختصات 
قرار دارند * پس داریم 82 »2 و در نتیجه 4] انتقالی است ۰ 


۱-۲ 
(الف ) ](, »)و (>وعه) و( دط) ر (مایه) ور >) او د(هوه) 1 <)/ 
در اینصورت 6 يك رابطه ابعکاسی و متقارن روی ۵ است‌ولی انتقالی نیست*زیرا 
که >(هوط) و >(2:0) درحالیکه 6 #(دط) ۰ 
(ب ) ا(ه دط) (ه دبع) د(هدط) «(حامت)1- ۸۲ 
در اینصورت + يك رابطه متقارن و انتقالی روی ۵ است‌ولی انعکاسی نیست؛ زیر 
که 6 #( دع) ۰ 


[(طوع) ر (عد6) « (طوط) ر(*رع) دع ۳ 


دراینصورت </ يك رابطه انعکاسی و انتقالی روی ۸۵ است‌ولی متقارن نیسست ۰ 
زیرا که . 1 (طده)در حالیکه ٩‏ #(ه دط) ۰ 
[(0ده) ر(هدع) 1 - ٩‏ 
در اینصورت ‏ انعکاس نیست زپرا که + (:»)۰ 6 متقارن نیست زیرا که 
8( وع) در حالیکه 8 # (2:ظ)۰ ۶ انتقالی نیست زیرا که ٩‏ >(طاه) 
و 6/6 ()وط) درحالیکه | #()د ») ۰ 


۸( :<) (ست 1 >( : ۵) ۸ >(9:<) جسست 11 (و <) 
( ات و اه ۰۸ 1 (2) 
>( ۲) (ح 


بنابراین 1 (/۵ ۰.1 ۰ بطریق مشابه می‌توان نشان داد که 24 ح‌ [ ۰/۲۵ * پس 
]0۳2 ۰.1 


۱-1 


[الف) برای هر 2 6 2 چون ه ع »2- »2 مضربی از ۲ است( 2۲0 ه) 
پس > :2 و درنتیجه سم انعکاس می‌باشد * فرض کنیم 2 لو وع< و ۰2 
در اینصورت ّ -2 مضرب ۲ است‌و در نتیجه 2- 3 مضرب ؟ می‌باشد » پسس 
بم و و در نتیجه ۲ متقارن است * حال فرش کنیم چم ع و د و د 2 
و و جح و سم :در ایتصورت 2-3 و 9-7 مضرب ۲ هستتد ود رنتیجه 
2-2 2 (2- 5+( -*) مضرب ۲ است * پس سم ع2 و در نتیجه ‏ انتقالی 
است * بدابراین نم يك رابطه هم ارزی می‌باشد ۰ 

(ب )اگر 5 ۸4 آنگاه کره ای بمرکز مبدا* مختصات می‌توان رسم کرد که ۸) روی محیط 
آن قرار داشته باشد * پس ۸)-4) و در نتیجه نم انعکاسی است * فرض کنیسم 


5 وناو سل ۰ در اینصورت +۸ رتآروی محیط کره ای بمرکز مبد | "مختصا: 
قرار داردد * پس دود نیز روی محیط همان کره قرار دارندو در نتیجه 44 ۰۸۶2 
پس سم متقارن است * حال فرض کنیم . 5 > عیدریترماو ا ‏ را و ال 
در اینصورت 4و روی محیط کره ای بمرکز مببد ۶۱ مختصات‌و همچنین / و له 

روی محیط کره ای بمرکز مبد ا* مختصات قرار دارند * حال پون این دو کره هم 
مرکز بوده و دارای يك نقطه مشترك 7 روی محیط آنها می‌باشند پس برهسم 
سطبق هستد » بنابراین 4 وله روی محیط کره ای بمرکز مبد ا* مختصات قسرار 
دارندو در نتیجه .له بح بر * پس بم انتقالی است ‏ بنابراین بح يك رابطه 


هم ارزی می‌باشد ۰ 


(ج )اگر 5 ۸ آنگاه می‌توان صفحه ای موازی صفحه :2 رسم کرد بطوریکه ۸) رو ی 
آن قرار داشته باشد ۰ پس ۸ و درنتيجه 2 انعکاسی است ۰ فر ‌کلییم 
5 ره و ۷۶ ۰0۸در اینصورت ۸4 و روی صفحه ای موازی صفحه ‏ 2 
قرار دارندو در نتیجه /4ر4) نیز روی آن صفحه قرار دارند * پس ان و در 
نتیجه بم متقارن است * حال فرض کنیم 5 ع ما وا رش و ۷سا و۷ -2(*د رایتصورت 
مه و7" روی صفحه ای موازی صفحه »2 و مه وم روی صفحه ای موازی 
صفحه 4 2 قرار دارند * چون این دو صفحه هر دو موازی صفحه 2 هستسد 
ددارای يك نقطه مشترك 7 می‌باشند پس برهم منطبق اند * بنابراین ومد روی 
صفحه ای موازی صفحه 2 قرار دارندو در دتیجه تاه ۰0۸ پس بح انتقالی است 
بدابراین بح ی رایطه هم ارزی می‌باشد ۰ 


> ۷ 


۲۱ () رس ((2:2) جس گّ 6 سس > < 


پس 6 ۱] انعکاسی است ۰ 
( > ( و ربه) جس 6 6 )۷۸ج ۲۱ > (و دعه) ۸ ۸> و2۳ 


( (*: و) سس )6 () ۷ «ست 
8 ( > (3:2) (س 


(3(>8۱رل 6( و <) چسد > 8) ۷ «سد 


3 (3 <) «س 0 8 ۷ «سب 
6 (ه 2)<- :- 


0 ۱ )د (29) > و ولا و 2 


پس 2 () انتقالی است * بنابراین بك ابطه هم ارزی روی ۵ می‌باشد ۰ 


۰ 
برای هر 02 2:6 چون ‏ هعد »2 - »2 فضرب 7است (۵ 7 < ۵) پسسس 
پر< < و درنتیجه پر<2 انعکاسی است * اگر 22 6 2 و لا برع 2 

آنگاه وا - »2 مضرب 7 است‌و در دتیجه »2 - 9 مضرب (2 می‌باشد * پسسس 

پر<2 ل و دردتیجه بر< متقارن است » حال فرش کدیم ح > جر و 2 

و وه برد 2 و 72 بر< ۰8 در اینصورت 2-0 و 3 - 3 مضرب [7بوده و 

در دتیجه 2-2 (3-3) +(3-<) مضرب 7 می‌باشد *پس ‏ و پر >2 و 


در دتیجه پر انتقالی است* بدابراین پر< يك رابطه هم ارزی روی ك_ 


می‌باشد ۰ 


( الف ) کلاس هم آرزی ۲ خطی است که از نقطه (کو۱او (هو» ) می‌گذ رد ۰ بنابر 
این کلاس هم ارزی 0 خطی با معاد له << می‌باشد ۰ 
براین کلاس هم ارزی 7 خطی با معاد له ۰ 2 2 یعی‌هور ی ها می‌باشد ۰ 


کلاس هم آرزی "۳ خطی بامعاد له ۰ < 9 یعنی محور 26 ها می‌باشد ۰ 

[د ) کلاس هم ارزی م خطی است‌که ازنقطه (عو ؟)و ( » ده ) می‌گذرد بنابراین 
کلادس هم آرزی م4 خطی بامعاد له < 9 می‌باشد ۰ ملاحظه می‌شود که 
کلاسهای هم ارزی بند های [ الف ) و ( د ) یکسانند * در واقع ( )و ۲ ) تج( کوا]. 

۱-0 
فرش کنیم بح عد [ ۰ در اینصورت‌برای هر 6۸ 2 داریم 

اجه [ > (2 رل +سسه »2 بم ‏ (سته م9 


پس برای هر ۸۵ 2 داریم [ 12 ع ری ۱ 


برکس فرض کنیم که برای هر .۸ 6 2 داشته باشیم [ بر آ- ر/ ۰ چون دم 


يك رابطه هم ارزی است‌پس يك رابطه انعکاسی می‌باشد و در نتیجه نم > ۰ 
حال فر ضکلیم بجع (ی رید۰)2 در اینصورت د اریم : 
1 > (و: 2) جصیدت وچ [ بد]ع ب(3 > و جست و سم کر 


پس ] ع م - پنابراین  [‏ نم . 
-۱-؟ 
(الف ) 4 مجموعه همه کرات‌به مرکز مبدا* مختصات‌است» 
([ب ) ر/# مجموعه همه صفحات‌موازی صفحه 224 است ۰ 
۱-۳ 
2 نم 2 چست (مد) ۴ () #چسه ۸ 2 


پس بح اتعکاسی است ۰ 
2 نم لا (ست (مد) ۴ - (و) ۴ چم () ۴ (ید) ۶ جست ل نم 2 ۸ 26۸ 


پس «م متقارن است 


وب یو رت () ۴ - )۴ جد (۴)2 ع (۵) ۴ 9(۸) ۴ (مع) ۶ «ست ورد و م و ۸2 6۸ :2 


پس م اتقالی است * بنابراین نم يك رابطه هم ارزی می‌باشد * حال نشان 
۹ 
می‌دهیم که برای هر ۸ »2 دایم [(چی)] ‏ سر . 


[(می ۴ ی هی (20) ۴ جه م2 جسه ۱3۸ 


پس [۱می +)] #< 7 ۶ خان فطایی تموفاز تیر ما تال رود شدای 


( الف ) الی ( د ) را اثبات‌می‌کنیم ۰ 


|ب << [الف ) 


| 


اج اتحت (د ) 


(ب )-< (الف ) 


9« شنت رو )۶ (مم ۷ چست لا مم «جست 7 > ل 


بس (م) -ر ‏ 


از تمرین 1-۱-۲۵ نتیجه می‌شود ۰ 


سس از قضیه ۱-۳۲ نتیجه می‌شود ۰ 


(الف )رد ) 


- 2 جح (4) ل ‏ (عع) وجل جست مه عد چست (9) ۴ (۸) ۶ 


صفحه. ۸۱ 


پس گ يك بیك است" 


6 ۲-؟ 
(الف ) فقط 2۰ يك افرازبرای ۵ است» 


(ب ) ( يك افراز ۵ دیست » زیرا که مثلا ره پر در حالیکه 2-۵ >( #0 


(ج |( يد افراز 7 دیست ۰ زیرا که مثلا"ً 7 ۲ ع 7 ۲ در حالیکه ۰۲2۶۳2۵ 


۲-1 


فرش کدیم نج يك رابطه هم ارزی روی ‏ باشد بطوریکه "۳ ی . میخوا هیم 


یبا - م2 جد و بم نم > ( و2) 
حال ۵ > یی - مر و چدن ۳ پس م۳ < یز ۰ 
ولی یی > « و ی > ۵ و چونه۳ یل  <‏ 2 پس ز سم ع2 ودر 
نتیجه عم 6 ( زر 2) ۰ حال ۱ نم ب2 و در 
نتیجه | > )( وجود دارد بطوریکه ( > رع2 ۰ چون | > یلا مس 


ل(" > ( و در دتیجه ۸۵ > 7 وجود دارد بطوریکه مرا رایس 
ری > وو رت ددر تمه نم 2 و و یم ۰ چدن نم اتقالی است پس 
هدع 


([الف ) 
"(ل و 6) ور( رگ) ر(گنع) و( دق) ر(وبه) زر(« ط) ر(طاده) ر(کیگ) د(3ق)ر(۴گ) ر(هیع) و(6ه رم +(6۱4) و(ه وط) و( ما ب‌ 


ملاحظه می‌شود که نم يك رابطه هم ارزی‌روی ۸۵ است ۰ 


ا(مای(»):۱),(ع), ( دورن د) - 2 


(ب ) در این تمرین باید داشته باشیم ۱۳۹۳۹ > ۸۵ . 


۲ )۰ (۱:۲۳(,)۴)]- //۸ 
(چ). مج چست (۴ جسه ۴) ۳ > ۴ 
پس بح انعکاسی است ۰ 


ط نو دس (۴ رس ؟) بت (و بسم۳) بح نم ۳ یم 


پس دم متقارناست ‌ 
۳ نم بت ( ۲ چسه) (ت ( جسه )۸( جسه) ج مه ۸۳ ۲و۳ 


پس نم انتقالی است؛ بنایراین نح يك رابطه هم ارزی روی (] است ۰ 

اگر </ > 7 آنگاه می‌دادیم که ۶ جسحب ۵ وقتی د رست است‌که و ۶ 
هر دو درست‌یا هردو فلط باشند » بدابراین برای هر ۵ ع و۰۳ مه 
اگر و فقط اگر | ر / هردو درست‌یا هردو غلط‌باشند ۰ پس اگر ‏ يك گزاره 
درست‌باشد آنگاه کلاس هم ارزی آن مجموعه همه گزاره های‌د رست‌و اگر ] یسك 
گزاره غلط باشد آنگاه کلاس هم ارزی آن مجموعه همه گزاره های غلط اس ت ۰ 


بدابراین مجموعه خارج قسمت ۳ فقط دارای دو عخصر است که یکی مجموعه 
همه گزاره های د رست و دیگری مجموعه همه گزاره های غلط است* 


(ب )ملاحظه می‌شود که رابطه > اتعکاسی » دامتقاین و انتقالی است * پس یسك 
رابطه ترتیبی جزیی روی/ می‌باشد ۰ 

اج ) ۱ با هیچ عصر دیگر ۸ مقایسه پذیر دیست ۰ همچدین 1 فقط با ۲ مقایسه 
پذیر است‌و با سایر عاصر ۸ مقایسه پذیردیست ۰ ۲ با همه عاصر ۸۵ بغیر 
از ۱ مقایسه پذیر است ۰ با همه عاصر ۸ بغیر از ۱و1 مقایسه پذیراست۰ 
۵ با ۷۰۳ و؟ مقایسه پذیراست ۰ یز با ۲ ۷۰ و ؟ مقایسه پذیر است *و 
پالاعره کنیا شمه اضر ۵ یی او او قاننه پذیر استه 


۲-1 -؟ 


فرض کنیم اریز( سر راب ترتیبی جزیی > را روی 


۱ در نظر می‌گيريم ۰ در اینصورت‌نمود ار این رابطه بصورت زیر است» ملاحظه 
می‌شود که كت 91 دو عصر می‌دیمال له هستد زیرا که عصری کوچکتر از 
مريك از آدها وجود ندارد * ولی هیچ يك از این دو خصر يك کوچکترین عصر برای 


دی باشد زیر د(ه) + (») م(ع) ۶(ه]۰ [:] 


1 19 


حال فرتی کم |(ج)ٍر [)ر 1 -<6) ورابطه ترعبی جنس > را بوی 
0۳0 در نظر می‌گيريم ۰ در اینصورت‌نمود ار این رابطه بصورت زیر است ۰ ملاحظه 


م‌شود که |12 و و1 

دو عصر ماکسیمال 0 هستد زیرا که ععصری بزرگتر 1 121 
از مر يك از آبها وجود ندارد * ولی هیچ يك ازاین 7 
دو خصر يثك بزرگترین عصر برای 0 نمی‌باشد * زهرا ‌ 


.)(40( 1» 4) ۰ 


۲-۲-۸ 
[الف ) دسبت به رابطه ,یک » ۸ کوچکترین عصر و ۱ بزرگترین عصر ۵ هستد ۰ 
توب بط > ۰ ۵ کوچکترین و بزرگترین عصر ندارد «دسبت به رابطه 

ی ۰ ۱ کوچکترین عصر است‌و بزرگترین عصر ند ارد ۰ 

(ب ) لسبت‌به بطم > * ۸ ها عصر می‌تیمال و ۱ تدهاعصر ماکسیمال ۵ است ۰ 
دسبت‌به رابطه م5 ۶ ۱ و ۲ عاصر می‌تیمال و ٩۰۱۰۰۲۰۱‏ و ۵ عاصسر 
ماکسیمال ۸/ هستند + نسیت‌به رابطه , > ۶ ۱ شها عصر می‌نیمال و 4 ۰ ۱۰۵ 
عاصر ماکسیمال ۵ هستد ۰ 

(ج )رابطه ‏ یی يك رابطه ترتییی خطی است زیرا که هردو عصر ,/ تحت‌این رابطه 


مقأیسه پذ برنسد ۶ 


ابع) (سمه) 


سک 


ل 
(ب ) ۵ کوچکترین عصر ۵ است‌و ۵ بزرگترین عصر ند ارد * 
اج ) ‌ سها عصر می‌نیمال ۵ است‌و 9 و1 ۲1« 10 و |( (») 1 عاصر 
ماکسیمال ۸ می‌باشند ۰ 


۳-۰ 
ترتیبی خطی روی () است ۰ 


(ب) #۵ کوچکترین عصر ندارد و ه بزرگترین عصر ۵ است» 


(ج ) ۵ عصر می‌تیمال‌نداردو 6 ضها خصر ماکسیمال چا است ۰ 


نو ۶ 
(الف) 
(9 رعت) >( )جح > 2۸ > کاس 6۸۷ ۸ ۷( 2 چستد ۷ ۸ > (9 ,2) 
پس > اتعکاسی است ۰ 
)۳ > 4 2۸ که کرک هد سس( وعد) >( نیع) 0(۸«) > (ورعد) ۷۰۷۸( ور )و (وید) 
واه 2 ع 2۷ (س 


( 4 2) - (رعع) مسب 


پس > نامتقارن است ۰ 
که > > رمک دج( ریم > رل 62 ۸( و ک(ز )۸ ۸۷*۸۷ ( و و زور ع) و(دید) 


و ک و ۸ 26 > 2 چسد 


2 ۶ 


( و وع2) >( د<) جح 
پس > انتقالی است » بنایراین > يك رابطه ترتیبی جزبی روی ۸/۷ میباشد۰ 


(ب ) خیر" > يك رابطه ترتیبی خطی روی ۸۷ ۸۷ دیست؛ زیرا که 
۷ ۲۰۱ )و (۱۰۲ )و مقایسه پذیر نیستتد ۰ 


(چ) 


واه ۵ 7 ۹ 
(۱یبی) (۲۱۲) چا  )۷۳(‏ 


6 ۱۳ 
7 


7)۳:۱( 


۷ ۷ بزرگترین عصر و همچلین عصر ماکسیمال ندارد ۰ 


[ ه) ۱۰۱۱ ) کوچکترین عصر و همچنین ها عصر می‌دیمال این زیر هجموعه است و 


این ژیر مجموعه بزرگترین عصر ندارد » عاصر (۵ ۱۰) ۰ (۴۲۶) ۲(۰) ۰ (۲ ۰) » 
( ۵۰۱ ) همگی‌عاصر ماکسیمال این زیر مجموعه هستد ۰ 


؟ ۲-۲ -؟ 


([الف ) 


يك کران پایین ,۸۵ است «سه (20 > > جع -2) ۷ جسه :0 کوچکترین 


ععصر اس 
[ب ) 


» يك کران بالای ۸ است چسب (6 > رس ۸ )سب » بزرگترین 
عنصرم۸/است 


۲-۷-؟ 


[ الف ) فرض کنیم :0 کوچکترین عصر / است ۰ در اینصورت »2 > 0 برای مسر 
2 ۰ بس »0 يك کران پائین برای /٩‏ است ‏ بعلاوه 0 تها کران‌پایین 
۵ می‌باشد ۰ زیرا که اگر آم يك کران پایین ۵ باشد آنگاه 2 > 0 برای هر 
6/٩‏ »2 و در دتیجه ۵۷ > 06,ولی چون 04 کوچکترین عصر ۸ است‌پس 0 - 6 . 
بنابراین »۵ تتهاکران پایین ,۵ است‌و در نتیجه 20/۵ < 0 «برهکس اگسر 
#۸ - 0 آنگاه 2 > :2 برای هر بح 2 و در دتیجه »0 کوچکترین 
عصر ۸ است * 


بطریق مشابه می‌توان نشان داد که ح بزرگترین عصر / است‌اگر و فقط 
اگر یریم - با ِ 


(ب ) 


۰۱۲و( ۰ )و ۱۰۲ و(۱۰۱ 1۱ مجموعه کرابهای پایین۴] 
(۱۳۰۲ 282 و۲۰۲۱ )9ص 


چون ۱۱ ۱۰ ) کوچکترین عصر ( < ۷( پس (۸*/) 20 - (۱ ۱۰ )۰ 
(چ ) فرش کدیم ۸ 6 ۰ رح وس و 01 دوبزرگترین-کران‌پایین برای (] باشد ۰ 
شان می‌د هیم که :0 2 0.چون 0 بزرگترین کران پایین 2 است‌و :2 يك کرا ن 


پایین برای 6 می‌باشد پس 0 > ۰2بطریق مشابه چون "»م کوچکترین کرا ن 


پایین را است‌و 0 يك کران پایین برایظ می‌با شد پس 0 > 6 ۰ بنابراین 


‌ / ك 
 < ۶‏ و در نتیجه > در صورت وجود یکت ست * بطریق مشابه می‌توان 


نشان داد که 2/2 در صورت‌وجود یکتا می‌باشد ۰ 
(د ارابط ی بوی ,۸ در تمرین ۲-۲-۱۸ را در نظر م‌گيريم + فرش کنهسم 
۷۲ 2 ۵ و 1 در ایتصورت ۶ 2 ۲۶ و 
۷ ۰ ۰۸ در حالیکه ع (/2/2 وجود ندارد * زیراکه 


۷۸۶ >« 8 دارای کران بالا در ۸ نمی‌باشد * پس د رحالت ععوس 
اگر 03ید و 20/2 وجود داشته باشند »آنگاه لزومی ندارد که 
([»20۵) 2۸/7 وجود داشته باشد ۰ 
حال فرض کنیم ‏ >. يك رابطه ترتیبی خطی روی ۸ باشد ۰ ۶ )ر 9 
وجود دارد * در واقع جمله زير را اثبات‌می‌کنیم : 
<< 8۱۷ < 2 جسه () )2 < 0 
چون »م يك کران بالای ) ( ۵ است‌پسبه يك کران بالای (] و0 يك کسران 
بالای م می‌باشد ۰ 
2 72 
فرض کنیم که 2 يك کران بالا برای۵ و يب يك کران بالا برای ) باشد * 
چون > يك رابطه ترتیبی خطی روی ۸ است‌پس که > ۵6 يا ۵ > ۰ 
اگر ۵ > »۵ » آنگاه‌‌يك کران بالا برای لا است‌زیرا که داریم : 
> 2 <سس یه > اک > جک > ۵۷ > جسی » 8۱۷2 »2ج >( > 2 
بدابراین 9 يك کران بالای ) لا است‌و چون() )۸ »۵ پسه 0 
و در نتیجه 2 < ۵-بطریق مشابه می‌توان نشان دادکه اگر به > ۵ 
آنگاه 0 ک و در نتیجه ۵ مد - بدابراین 226 » یا 6 شید << ۰ 


۳ 

( الف ) فرش کنیم 6/۵ »۵ ۰ در آینصورت چون ۵ > »2 غلط است‌پس جمله 

> 2 جح ۵ 6 2 د رست‌است‌و در نتیجه »0 يك کران بالای [62 است؛ بدابراین 
هر عصر ۸ يك کران بالا برای 2 است * پس مجموعه همه کرادهای بالای 4 
مساوی ۵ است » بطریق مشابه می‌توان نشان دادکه مجموعه همه کرانهای پایین 
مساوی۸/ است ۰ حال اکر ۵ 2 - :۵ آنگاه > > ۵2 برای هر > 2۷ 
وچون ,۸۵ مجموعه همه کرادهای بالای 62 است‌پس )22 :0 » بدابرایسسین 


6 درد ۸ ور بطریق مشابه می‌وان نشان داد که 4 ,مد . 


(ب ) 
۳ 


پس > انعکاس است ۰ 


> 2 (سحت »2 یه »2 مت بخ 6 »2 


ك- ات 
ع بر «س لکد 2 ۸ # > ز (صد 2 > و که ۸2  >۸۸‏ 2 


پس ی نامتقارن است ۰ 
اب - آ 
> 2 سیم > و > 2۸7 > جص و > 3 > 6۳۸۸2 2 رد 
أا / ۳۹ 
پس > اتقالی است ‏ بدابراین "> یك رابطه ترتیبی جزیی روی,۸۸ می‌باشد ۰ 
(ج ) فرض کنیم 5 لد < » سبت‌به رایطه > * در اینصورت‌داریم : 
> ۵ سس »> 2 چس 5 > 2 
پس :0 يك کران پایین برای 8 دسبت‌به رابطه "ی می‌باشد * حال فرش کنیسم 
۲ اس 
»0 يك کران پایین 5 نسبت‌به رابطه > باشد ۰ در اینصورتد اریم : 
5 ُ- 
> 2 چست بر > 0 (سستت > »2 
و در نتیجه 0 يك کران بالا برای 8 دسبت‌به رابطه که است » چون 
1 ۱ 
#8 << ۵ دسبت‌به رابطه 4 پس > 0 و در نتیجه 0 > ۰0 
ب 
بدابراین :۵ بزرگترین کران پایین ۵ دسبت‌به رابطه که است‌و در دتیجسسه 


-ِ 


6 22 2 سبت‌به رابطه > . 


۲0۵ سب 


[ الف ) چون .۴ يك رابطه ترتیبی خطی اکید است‌پس ‏ يك رابطه انقالی روی ۸۵ 
می‌باشد * نشان می‌د هیم که ۵ ع- 1 ۰۱ فرش کنیم که [ () (] >( و ع2) - 
در اینصورت  ]‏ ( «»2) و [ > ( 9 ر »2) پس داییم ( ۲ 27 و < 2 
که خلاف تعریف يك رابطه ترتیبی خطی است * زیرا که چون ۲ يك رابطسه 
ترتیبی خطی است‌پس بدا به تعریف‌برای هر ۸ ع بای" باید دقیقاً یکی از 
حالا ت زیر قرار باشد ۰ 
۸۷۵۰۵ ۵۳2 ۷ ۵ ۶« 
پس ‏ ۵ << ]0و درنتیجه ۲ يك رابطه ترتیبی جزیی اکید روی/ی‌باشد۰ 


[ب ) 
1 4 (۸)2,2 1 4 ( م6 922(>0۸) و(ور ع) <سد 1-1 >( 3.2 ) ر(ف بد) ۸۵۰ 2 رفوه 


2 حد واه اعد ۸ 6 (ووج) چس ۲ 


یداه (ه رو رع) رت ده راوس 
حال چون .8 > (2,<) پس و 8 2و درنتیجه 2 ع 2 بدابراینژ|(چرند) 
و 1 (3 رعد) و در نتیجه ] -] >( و2)* پس ] - انتقالی است * 
فرش کنیم ,۵ ع و 2* در ایدصورت لا یه یا ها عبد 2 »یعلی ۲ (و د2) 
با 1 #۶( وعد)۰اگر 1 >( 2:9) آنگاه یکی‌از حالات زیر اتفاق می‌افتد : 
[ 2:۵6 ۷ :)۱۷ 6-1 (د<) 
اگر [ # ( ,2) آنگاه چون ‏ يك رابطه ترتیبی خطی است‌پس ‏ > (لْ د2) 
یا ٩‏ > (عهو 9ا) ودرنتیجه ۲ 6 6 (29۵) با 6-1 (2دو). 
پس در این جا دیز یکی از حالات زیر اتفاق می‌افتد ؛ 
7 > و ر2) ۷ 66-1 (۵:2) ۷ 4-1 (3 و 7) 
حال دقیقاً یکی از حالات‌فوق اتفاق می‌افتد ۰ زیرا که روشن است‌دو حالست 
[ > (۵و) ۸-۸ (۵وع2) و ]ع(ور ۸2 6-1 (در و) 
نم‌تواندد اتغاق بیافتتد ۰ همچدین حالت ]- ج 6(« ر )۸ ٩-1‏ >(و ر2)نیز 
تمی‌تواند. اتفاق بیاغتد زیرا که در غیر ایدصورت چون  -7‏ انتقانی است‌آنگاه 


> (22) که يك عاقض است ۰ پس دقيقاً یکی از حالات فوق اتفاق 
می‌افتد و در نتیجه 1 - ۲( يك رابطه ترتیبی خطی اکیدروی ۸ است ۰ 


(ج ) 7 لا (2,2۵) جس [ > (,<) جسد > < 
پس آ لا انعکاسی است» 


(و »هدر 2۷ (در)1(۸> (ومه) ۲۷ > (زرد)جس 9,2۷7 ) 1۸ لا (و رد)۸ ۸۵ و رد 


اگر یکی از حالات 1 > (ویح)یا "۲ 6 (9,2) برقرار باشدآنگاه نتیجه می - 
شود که 2 ۰2 فرض کنیم که ۸ > (ور<) و 6 (>۰)8:2در ایدصسورت 
چون ۲ انتقالی است‌پس 8 > ( رل ) که يك تاقض می‌باشد زبرا که )بسك 
رابطه ترتیبی خطی اکید است * بنابراین یکی از حالات 1 > ( رع2) یا 
7 > ( 9 ) باید اتفاق بیافتد و در دتیجه ‏ 2 ۰پس ] لا داتفا 
است ۰ 
(7> (ور2) ۱۷ ون (2>(ومت 67۷(« )مس آ لا (دل)د(ود)۸ ۵ و رو و ۱ 
اگریکی از حالات [ > (ور<)یا ‏ 1 > (8:2)برقرار باشدآنگاه ل< 2 یا 
و ودردتیجه ] ۱1 (2وع)۰ فرض کنیم ۲ 2:3(6) ۸ 3(6ء )۰ 
چون 2 انتقالی است‌پس > (و مد) و در نتیجه [ () ]| 2(6وت)-بنابراین 
[ [ا + يك رابطه ترتیبی جزیی است » حال نشان می‌د هیم که هرد و عصر 
۸ تحت رابطه ] لا ۸ مقایسه پذیرند ۰ 
7 > (و2) ۷ > (ع2 «9) ۷ ۲ >( 2) جست > ۵ ول 
7( 09:2 ۷ ]۱۱ > (لار<) رح 


بنابراین [ لا يك رابطه نرتیبی خطی است» 


۲-۲-۸ 
زایف) | چست 2[ »2 جسه ۷ 6 2 


پس | انعکاس است* 


(9 7 ۸ مرو و ملع و« رم 2 چست | زرم 2 2 


 < 0 )7 ٩( 2‏ (ح 
۷ عحد | چسد 
اع 1 2 (س 
لاه ع2 سس 
پس | نامتقارن است ۰ 
(و0ع ۰۷۸-7۰۸2 ۱ )۰ رد تسه 3و ۸ 8[ ۸۶ ۸ رود 
 )7727( 2‏ (772) 71 سب 
1 «سد 
پس | انتقالی است ‏ بدابراین | يك رابطه ترتیبی جزبی روی ۷ می‌باشد ۰ 
اب ) خیر» ۸۷ با رابطه | يك مجموعه مرب خطی دیست ۰ زیرا که مثلا" آوآدر ۷ 


تحت رابطه ۱ مقایسه پذ پر نیستند ۰ 


ی 


( ه) ۱ کوچکترین عصر ۵ و همچنین | عها عصر می‌نیمال ۸۸ است* بزرگتسرین 
عصر ند اردو ‏ ۵۰ و 1 عاصر ماکسیمال ۸۵ هستند ۰ 


(و ) اد 9 مه د 1 6 مد . 


فرض کنیم | پر ۷ و ۰۰۰.۰ رت 21 ۸/ يك مجموعه مرتب جزیی با رابطه > باشد ۰ 
توسط استقرا روی ۷۱ نشان می د هیم که ۵ دارای يك عصر می‌نیمال است" اگر 

۱ یعنی 1 ) - ب۸۵آنگاه روشن است‌که ,0۷ يك صصر می‌دیمال ۸۵ است ۰ 
غرض کنیم که هرمجموعه مرتب جزیی با 71-۱ عصر دارای ععصر م‌تیمال اسست* 
فرش کدی که زمر و یاهع | بت ۵ ۰8 در اینصورت‌بدا به فسرض 
استقرا ۵ دارای يك عصر م‌نیمال مانند د| است * اگر ‏ با بو مقایسسه 
پذیر نباشد آنگاه وا يك عصر می‌دیمال ۸۵ است * اگر ط با بر مقایسه پذیر 
باشد آنگاه ط > پبه‌یا بره > وا ۰اگر وا > به‌آنگاه بر یسك 
عصر می‌دیمال ۵ است ۰ اثر ‏ پٍعت ی و آنگاه و يك حصر مي‌نیمال بث/ است» 
پس در هر حالت ۸ دارای يك عصر می‌دیمال است ۰ 

بطریق مشابه می‌توان نشان دادکه ۵ دارای يك عصر ماکسیمال است * 


حل مسائل فصل_۵ 
۵-۱-۸ 


فرش کنیم . ۰ ۸1۲6و > || * در ایتصورت ۵,۲/و 8/۷ 
اگر هبم ۵ »آنگاه ۲و در نتیجه ۰1۲-۲ اگر و | آنگاه 
۲۲ و در نتیجه ‏ ۵ ب۸ * بتابراین خا ۸ اگر و فقط اگر 5 | ۸۵| 


0-۱-۳ 


فرش کنیم / يك مجمونه معاهی باشدو ۰ ۸ 8 ۰ در اینصورت 8-۸ با 
8۸ ۰اگر ۸۵ -8 آنگاه چون (۸ متعاهی است‌پس 3] متعامی است ‏ اگر 
۸ ۳ آنگاه بنابه قضیه 8۰۵۰-۱-۱٩‏ متتاهی است * پس در هر حالست 
8 متامی می‌باشد ۰ 


ده 
( الف ) ابتدا جمله زير را اثبات می‌کنیم : 
۱8۱+ (۱۵- 15۱ ۸| ج ۵ - ۸05 
فرض کنیم که ۳ |۵|و ‏ ۴ || »یع ۲و (ابم۰8۵ 


بسهولت می توان دیل"۳(. ۲+ ۱+ شا نم( مب و۳۳۱۵ ] ۳۸ 


د بو ۱۸۲۰۰ ۳۲] رام حال‌جون ونر > جوز + ]نم 9 


و۵۵۱ ۰+ ۷+۱ ۳0 پس بدا به قضیه 0-۱-۵ 
[الف ) داریم جواع| مخت کم و نج ] ٩۱‏ تمق ل۵ 


بدابران + 6 6 و درنتیجه ۱6۱+ ۸۱| ۸۷۵۱ | 


حال مساله را درحالت‌کلی ثابت‌می‌کنیم ۰ بسهولت‌ی‌توان دید که 


لام ون (د۸-۵۸۵8) د ‏ ۵ > 08 ((۸۵)-۸) ممچین 
بسهولت می‌توان دید که‌جون ۸ ۵0 پس 


۱۸۱-۱۸۵6۱ </(۸۵6) - ۸ |بدابراین با استفاده از قسمت او ل 
اثبات‌داریم : 


8 ۱9-۸۱7۱۵۱-۸۵ +۵ ۸۵)-۸ ۱8۱۱ ((808) -۸)|ع ۰۷۵ | 


اب افرش نیم |۸۵ (و ‏ > اها.یسی ماو نحق. 
ابتدا بوسیله استقراروی ۲۲۱ نشان می‌د هیم > | ۷۱۱ ۳۱ |,اگر هو - ۳۲۱ 
یعلی - ۲۱ » آنگاه ۲2 ۲ ۲۱ و در نتیجه ]02 حد< - | ۲۲| 
حال فرض ی (-۳)) ت11 ۳ 
د < ( ۲ [۳0] )۵ ( ۷0 (0-۱)) پس با استفاده ازبند (انف) این 
تمرین داریم : 


< ۲ + ۷ (۳۱-۱) بت ۳(۷۴]|+|۲*(-ه)|< لا 


البته در اثبات ساویهای فوق از م۱۳ نیز استفاده شسده 


است ۰ 


حال چون ۷ و یم ۲ پسرینا به قضیه ۵-۱-۵ [ب ] ۰ 
۹ بح ۵ ۸ و در نتیجه با استفاده از تمرین ۵-۱-۱۸ داريم : 
8۱ ۱۸۱۱ هب ۰۲۱ 2۱۳ ۸*5 | 
(چ ) توسط استقرا روی || ساله را اثبات‌‌کنيم ۰ اکر ۸۱-۵یحی ‏ - ۸ 


آناء []- ۵ ودرنتیجه دایم : اه اقا ۱-| ۸۵| 


حال فرض کنیم که عل و تساویبرای مجموعه های باعدد ۱- |۵۸ |برقرار 
باشد ۰ چون 4 ۸ پس ۸ ع 0 وجود دارد * بدابه البات‌بند ( د اقضیه 
؟ ٩‏ ( سه ۵ داریم : 


و[ و((19- ۸) م۸ 
پس با استفاده از فرض استقرا ؛ و[ه] م8 وبند (ب )این تمرین‌داریم: 


۱۸۱ ۱۸۱-۱ |۸۱ 
۱۵۱-۱۵ ۱۵۱-۱۵ 8 ا ولا || یله]-16۵- اد۵ 
(د ) با استفاده از قضیه ۵۰۱-۸ وبند (ج ااين تمرین داریم : 


۳ ظ 


مسج 
‌- 


(۰.۱)|- ۱[۱«م] ۸(۱-۱۸ع | 
۵-۱-۱ 
اگر ۵/ و ۲ دو مجموعه بی‌شمار باشند آنگاه ۳۹ اند و د رنتیجه 
بدا به قضیه ۰۵-۱-۳۲ ش۵ا نم۵ * بنابراین هرد و مجموعه بی‌شمار هم ار ز 


می‌باشسد ۰ 
1 ۱- 0 
فرض کنیم یی يك مجموعه متتا هی از مجموعه مای ما هی باشد ۰ توسط استقراروی 
ابان| نشان می‌د هیم که تس() متاهی است» اکر ۵ | یس |یحتی جهن 
آنگاه (2-٩‏ و در نتیجه یلا معاهی است ۰ فرض کنیم که بر 


و مساله در مورد همه مجموعه های با عد د ا-| | برقرار باشد ۰ چسون 


٩۷ ۰ مفحه‎ 


#+بش پس ن وجود درد ۰ (((0] - لا - مزا و 
با به فی استقا چین . ۱-۱|-۱ ایس ((0]-) ل 
مصاهی است‌و چون 2 متامی است‌پس بنابه قضیه ۵-۱-۲ (ب ) » 


لا ( | - )لا ) - لا متتاهی می‌باشد ۰ 


0-۱-۶ 
(الف )فرش کدیم ‏ ۱۵۱۱2۲ «یعنی ۷بم-اگر ۶ یك بيك باشد آسگاه 
# ارت ۸ و چون ۸۸ > ( ۳ ۵-۱-۲۰ دتیجه ی‌شود که 

مر »یعنی ‏ پوشاست ۰ حال فرض کدیم ٍ پوشا باشد * چون م۵ 
پس یك تابع دوسویی ‏ ااح 0:8 وجود دارد * فرش کنیم ‏ ۵5 > (2) لم 

برای هر ۲ 2 1 ۰ در اینسورت چون ( دو سویی است‌پس م۵۰ | ع ۰ 

پس وم رده مان ار (ز) بت رنمبدای ز عغ 
آنگاه نتیجه می‌شود که ۱->|ممیمتر| که برخلاف فرض است‌زیرا کسه 
۸ یویر و درنتیجه | مت |,بدابراین اگسسر 

زج آنگاه ‏ (ز0) و (:0)گو در نتیجه گ يك بيك است ۰ 

(ب | البته در فرض این مساله باید تاکید شودکه 4 عج ۸ ۰ توسط استقرا روی 
۱۸۱ ساله را ثابت‌می‌کنيم ۰ اکر ۵۵1 ]+ یعنیيك مجبوعه دك 
عضوی بصورت ۸-0 باشد آنگاه چون بط [0] پس ۳۹ 
یه مجموعه بی‌شمار می‌باشد ۰ حال فرش کنیم که ۰ ۱ < |۸۱ | و اگر/ يك مجموعه 
با عدد ۸۱-۱ باشد آنگاه ۳9 ۸۲ بی‌شمار است * فرض کنیم ۸ 0 . 


هه زان ۸-0۵ عهم 


چون ۱8۱-۷ ۸-1۵1 |پس بنا به فرش استقرا 8 ٩‏ ([۸-۱۵) بی 
شمار است‌و چون 9 18 |ه) پس 9« بی‌شمار است و در 
در نتیجه بنابه ۵-۱-۳ »۸۵ بی‌شمار است ۰ 


(ج ) چون۸۵ و ه] هرد و بی شماردد پس | دم و لخا یط پس‌بنا به 9-۱-۵ لب) 
۷ ۱ نم ۸۱ ۰ پنا به 0-۱-۲( ۰۱ ۷ ۸/۷ و در نتیجه 
بج ‏ ر۵ * بنا بر این « ۵ بی‌شمار است ۰ 


(د ) بوسیله استقرا روی ۷۱ مساله را ثابت‌می‌کنيم » اگر ۲۱-۱ آنگاه نتیجه روشین 
است » پس فرض کنیم  <۱‏ و نتیجه برای ۱-۱ برقرار باشد ۰ حال 
۱ص اد ۵ م۰۶ * بنایر فرش استقرا | 


بی شمار است؛ چون ول بی‌شمار است‌پس بنا به بند اج  )‏ ۸۵۱۸۰ 
بی شمار است» 


( هافر کنیم .۰ |۸۷ ۰-8۷-۱۱۳6 در ایتصورت ‏ 0 [0)نا(۷-)- ۰ 
حال روشن است‌که تابع ۰ ۷- حت ۷ : بطوریکه 2-1 زیر یسك 
تابع د و سویی می‌باشد و در نتیجه /۸/-بی‌شهار است * همچنین //بی‌شماراست 


۲ ۰ يك مجموعه منتاهی می‌باشد * پس از ۵-۱-۲۲و ۵0-۱-۲6 نتیجسسه 
می‌شود که 7 بی شمار است» 


| و)روشن است‌که برای هر ۷ ۲ تابع مج 2 : رل بطوریک 


۸ مد (۳0),. يك تابع دوسویی است * پس برای هر .۰ ع ۱ داریم 
7 مه ۸ * چون #7 بی شمار است‌پس برای هر ۷ > ی 


شمار است ۰ حال بدا به ۰۵-۱-۳۹ ج/((۵) بی شمار است* 


٩٩ : صفحه‎ 


( ز ) فرض کنیم که _2) مجموعه کلیه دوایر باشد بطوریکه مختصات‌مرکز و ابرازه طرل 
شعاع آدها اعداد گویا باشند » تحریف می‌کنیم : 
۸۵ ۵ ۲ 6۵ نعت عا 1 ۴ 
(ویو ر وتو و عو) < رم 
که در آن (و92: ,22) مختصات‌مرکز 6 و ری امازه طرل 
شعاع ) می‌باشند ۰ در اینصورت ‏ دو سویی است ۰ زیرا که 
دا : (رتور رتورئی ‏ ( ودره « اس ه ‏ رم 
ید ۸ 24« کم (وس9 ( 92۱ ) چس-د 
6 - 6 چس 


اگر ) دایره ای با مرکز(و 2 ر ر22) و شعاع ب‌طرل و2 با شدآنگاه 


و2 رس( ۰پس گ پوشاست ۰ 


بنایراین ‏ دو سویی است‌و در نتیجه ۵2 * ( سم م6 *بدابه 
بند اد )این تمرین » 0 0" بی‌شمار است‌و در دتیجه_م)بی‌شمار 
است ۰ 


(ج ] می‌د انیم .که چون زو پس (9 ۰/۳۱۵۸ حال اگر ۸-6 
شماً رش پذ یر باشد » آنگاه بنابه 0-۱-۰ ۰ ۸ شمارش پذ یر است که پرخلاف 
فرضی‌سباشد * بدابراین(] -(/شمارش ناپذیر است ۰ 

۱۸( 

(ط )بدا به‌بند(د )این تمرین برای هر ۰ ۲ * ۷-۱-۷ بی 

شمار است *پس بدا ۵-۱-۳۹ مجموعه ۸۷۲  )‏ ربل) بی‌شمار است ۰ 
۷ ۸ ۰ 


([ی ) فرض کنیم رن مجموعه همه زیر مجموعه مای متتاهی از ۸ باشد * رابطه مرا 


روی بصورت زیر تعریف می کدیم : ٍ 
7 
۸ هم ارز ۵ باشدچسسیه #4 ره ۸ 
در اینصورت‌بدا به ۵-۱-۳ رابطه مم يك رابطه هم ارزی روی سس است»*تعریف 


می‌کنیسم : و 
<() ۲ 


ِِ يك تابع دوسویی است ۰ زیرا که داریم: 
7 


بر يك بيك است ۰ همچدین برای هر // ۲۱ د06۱-(يم 6 


۸ 


و در نتیجه ۶ پوشاست ۰ بدابراین ‏ يك تایح دوسوی است‌ود رنتیجه ۷« ۱ 


پسم * يك مجموعه بی‌شبار از مجموعه های شمارش پذیر می‌باشد و در نتیجسه 
بنابه ۵-۱-٩‏ مجموعه مر را - يك مجموعه پی‌شمار است ۰ 


- ۵-۲ 
(الف) چون 20/4 یج < روج و ایح لمعرم0 پس رم 
و 8 جه ۸28 5 ۸/۱ پس بدا به ۵-۱-۵ (الف) » 

72 سم 5 نا ۸۵ و در نتیجه (108) 62۵ - (9را() اه <ی6. 
یعنی (8 )یس اج 
(ب ) مانند بند [ الف ) ۰ نم و 8 م8 و در نتیجه بنابه 0۰۱-۵ (با؛ 
۵ ۸ . پس (۸25) ممت <(5 ۷ ) لبم 


(۸۲) مرمع - طه 


۳ 


در نتیجه 


(ج ) مانند بند ( الف ) ۲ ی بنابه 6-۱-۵( ) 
ما نمض ۰ بس (ر) مرمع - (وض) مرو و در تجسه 
۳ ظ 
ی نو 


0-۳-٩ 
الف ) فرض کنیم ۵ رم - ۰0 لبم -ط و < ۰۸۲۱۳ در‎ ( 
9+ - اینسورت دایم نو بواع(۸ لا ) مه - (2 ۸۱) عم‎ 


همچیین دایم  :‏ 0 (۸۸ظ) عم > (۸۸۵) 0ج - طو 
تساوی (۵«۸) دیع (۸«۵) مرن به اين عطت‌برقرار است‌که 
۸ ۵ ۳ ال 
آب ا فرش کنیم ‏ ۵ لنو0جن. ۵ لسم)جطار ‏ 6 یرمع 
بطربیکه ط)ب 6 2(6 ۸ )د 4 > (6 لا 8 )0 ۰۸ در اینصورت 
- ۵ در ه -۸]۱۳ ودایم : 
(۵+)+ هن نا 8) ۸ مر - [عزا(۸9)] مهم - > + (+۵) 
و همچنین داریم: ۱ 
(9طه > [(*۵) ۸۰] محی- [۸«0(*6)] شم - ه (ده) 
زیرا که (۵۸0) ۸۸۸۲ ۷۵ (۸) 
اچ | فرش کیم ۵ م۰۵ هدر ۵ فسوی 
بطوییک .و - ۰96 در احصویتی(ی ۸) ()(۵ ۷ ۸)و دازیسم: 
+ طه-[زی ۱۵۵ (۸5)] شم - [رناه) «۵] مین - ره + )۵ 
(د ) فرش کنیم ۵ م۰۵ ظلممع-ط وه‌لمهءءر هع<ع 20 


در اینصورت بنابه ۵-۲-۷ (الف ) ۰ » چا "بت ماو در دتیجه داريم: 


9 
5 ۰( ‌ِ#ر )شبن - (م۲) شعحمی اه 
( ه ) فرض کنیم ۸ مممع ‏ ن , ۵ ردو 6 مرو ه.درایدست 


بدایه 0-۲-۷ (ب ) » امین ۹ 9 و درنتیجه داریم : 


۳۴ - (ینک « م) عم - (ورم) مین -(ط۵) 


او افرق کم ۸۵ لیریع۵ ۰ ۵ لمی-طو ه لممیش-<» ۰ درایست 


بنایه 0-۲-۷( ) » من ۵ نم (وقات ود ر نتیجه د اریم : 


- (,6«6) مد - [(بع)>] مجم- ک(ه) 


۱ 6.۲ 
( الف ) فری کنیم ۸۵ و 22 درایسرت دام 
8 جسبه 5 >۸ 
زیرا که فرض کنیم اج با ر اج 5 : * 0 دبع دوسوی و قاج ب ۳3 
ی وی بت 14 ۰ 6 يك تابح‌يك بسك 
1 به 8 است‌و در دتیجه > بطق مشاب می‌توان نشان داد که اکر 
04۹1 آنگاه 9 >۵/»بدابراین 68 ۸ جسه ۵ > ۸حال 
داریم : 
سیک موجه 8 4 #جه ۵ > اجه ۵ فص > امس 
(ب ) فرش کنیم ۸۵ مه ۰ در اینصورت د اریم : 
8 جسه 9 > ۸ 


زیرا که فرض کنیم 4 ۰/۱ در اینصورت‌بنایه بند ( الف ) » 8 > ار 
۵ نم آنگاه چون ۸۵و 2 پس یم که خسلاف 
فرض است * پس ۳ مر ۸ و در نتیجه ۸8 * بطریق مشابه می‌توان 
نشان داد که اگر 5 > ده > ۸ ۰ب دامم و 6ب جه )۸ 


بنابراین داریم : 


اجب 9 )اجه 65 اجه و لمع > با شمیت 


0-۲-۶ 


پس ۸ ۸6و در نتیجه 0 

(ب ) فرض کنیم یه ظ لمیصه-ور » لمسمت -ه چون 
6 و »که پس توايع.يد بيك اج :و 0ج له 
وجود دارند ۰ در اینصورت 6ج ۵ : ۴و6 يك تابع‌يك بيك است‌و در نتیجه 


0۵ > پس > ۲ 


1 )س 6 
| الف ) فرتی کدیم ‏ ریق - :۵بچون ‏ ۸ ۸۱۷٩‏ پس داریم : 
(۵) مرت رب ۱ ۵۸) هرق چ 0+۰ 
همچدین چون ‏ 4 < ٩۲‏ (/ پس داریم : 
ه - ه لممل ع ۰٩(‏ ۸) ممیّ- مه 
چن . 6۵ ع ۵ پس دایم : 
ه - () لس - (۸۸) لرریه - 2 


لته درتاری نرق 23۰ ۰ 


چون ۵ م۸ ۷ ۷ پس‌د اریم : 
۸-0 مت - (۱۱۱۷۸) 4س6- ۱۵ 


2 پس دا 
ِ« ۹ 


پس داریم : 


ا- (۱)) اس ( )مسق | 


([ب ) فرض کنیم ۵ دج و 9 لماه - ط ۰ ی‌دانيم که : 
٩۷ ۵ <‏ - ۸ جسه ٩‏ - ۵ ۸ 
پس داریم : 
(9-0 یط ۷ ۵-۰ لیع< ه) جسه (۰ - (۸۸۵) قعن - مام) 
(ج ) فرض کنیم ۵ ممي 0و 9 یط ۰ بسهولت می‌توان ثابتکرد که . 
(۱ا ۸ ۸۱ج زا متا ۸ 
سس د یار - ۸ مس م) چب (۱- (9۵ مین) < 00) 
(د ) بدا به 0-۲-1 (الف ) داریم : 
۷+ ۲ - ۸7 < ۸7+ ۱ درحالیکه ۲ عو | 
پنابه ٩-۲-1‏ (ج ا داریم : 
۲ ۸2 ,۸7 | درحالیکه ۲ عو ۰۱ 
م‌دانیم که ۵۵ ۱ و م۸ > رتم » درحالیکه 


+ ۵۰ ع مه ع ۵7 +۱ و در نتیجه .زو + 17 4 و( .دادیم که 


و > ۱ و 0« ۵۳ » درحالیکه 2 2 - 30 ,6 | ود رنتیجه 


2 ۰ 4 ۵ ۱ 
0 + ۰۰-۰ +06۲0 < 0 
۲ مرتبه 
آنگاه 0 < ۱۵و تساوی برقرار است * حال فرض کنیم که تساوی برای ۱-۱]درست 
( 0 0 +0) ۰۰۰-0 6+0 
یج سس سس وی 
۲۱-۱ مرتبه ۲۱ مرتبه 
استقرا  )۲-۱(۵‏ ۵+ - - 6+0 


بنابه فرض و در نتیجه 


+ (۱-) سب 6 + 


۱" 
۰-0 64 0 ع بل ‌ ۶۱ 
۲ مرتبه 


حال توسط استقرا روی ۲۱ نشان می‌د هیم که 


۱ 
۱ < ۲۱ آنگاه 0 < الاینساوی برقرار است * حال فرض کنیم که تساوی برای ۳2-۱ 
درست‌باشد ِ در اینصورت د اریم : 


([ و ) می‌دانیم که : 0 :]| عء رد توا (9 « 9) 
۱ > [ ۶2۶۰۵ [ ,)> رلره) 
چون انم( 1 مق پس ۲ لب (زوری) لومیت* حال از قفیسه 


شرو در برنشتاین نتیجه می‌شود که: 


مشاب [وریه] مق - [نوعد) متا - (لرع] هه -( ور مس 


0-۳-۳ 
بنابه ۵-۲-۱ اصل انتخاب نتیجه می د هد که اگر ها باشد 
آنگاه ‏ دارای يك معکوس راست‌است * حال برتکس فرض کنیم که اگر يك تابسم 
۵ ح ۵ : پوشا باشد آنگاه ‏ دارای يك معکوس راست‌است ۰ نشان 
می‌د هیم که اصل انتخاب برقرار است * برای ایدکار کافیست‌تابت‌کنیم که جمله بند 
(د ) قضیه ۵*۳ برقرار است اش فرش کی توبات ممتوت از میت صای 

غیر تهی باشد بطوریکه داشته باشیم : 
9 ۷0۷چب ۶۷ ۸۱۷ ی ۰۷ ۷ 
تحریف ‌یم : ..."گس جس مورا : ۲ 


۷« ربج 


که در آن ‏ در اینصورت ۳ يك تایح است »زیرا که داریم : 
۷۱۸-۵ ۸0 ۲ مه هرن ۰۷ 6 /(ر هرآ حچس لا بر لا > 2 
۷-۱ جح ۵ و ۱۷ج ۷۲۱۷ 2 چ 


حال چون هز عم و ۷ بس (ل - /< ( ع9) لو در نتیجه 


1 يك تایح است ۰ همچنین سل پوشاست‌زیرا که داریم : 
(یع) ‏ چت (22۷) و7 چ ۵ عب ( چد بن > 
پس 1 پوشاست * بدابه فرض تابع لا جس نع وجود درد بطوریکه 
- 2 »که درآن هر تابع همانی رن انیا گر لمیر 
آنکاء |8900 < 00۷ برای هر من ( ۰ زرا که جع (00)آ‌وچون 
۷ ( ما - (00 )۳ پس ع (06) 2 و در نتیجه ۰ 00 0090 
همچدین اگر )> 2 آنگاه 22 و ن) > و در نتیجه ۷ 
وجود دارد بطوریکه (۷) ۰22-۵ حال چون/(((8(6۷) ۴ ریق و چسون 
6 22 و در دتیجه 6 ریجم پس ریب /۷ + بنابراین ‏ (۷) ملع م2 و 


در نتیجه 1( 0|- ۷ برای هر یس ۰ پس برای هر ین ع >« 


مجموعه ‏ 2)۱2) تك عضوی است ۰ 


۲-۷ - 0 
فش کدی ۳ ام ند ی و4 6 


چون ط عح بن(/ برای هر > لد > ۱ پس عصر 9 وجود دارد 


بطوریکه پیز ۸ ع 0 برای هر > [ > ا,حال تعریف می کنیم : 
۸ ل تست ] + 
۶۱ ژ 
زه - رزن) 1 


در اینصورت ما ی ۱ ات رون) یرای هر ۳۹0 


: 
پس . زن۸ ( ع و درتیجه 0 
1 1 


(الف ) فرض کنیم ۳ مجموعه همه 1 


بطوریکه 2 ۷ 0 (6 :)۷ يك تابع است » پس ۷ يك ععل دوتایی روی 0 می 


باشد ۰ 

۱ بدد ( الف) ۰ ۸ یك ععل دوتایی روی | است 

(ج ) ملاحظه می‌شود که (۸)) جت (0)۸(۰)۵): لا بطوریکه آ( لا( »() () 
يك تابح‌می‌باشد و دردتیجه_ل] يك عمل دوتایی روی (۸/) () است * 

(د )مانند پند(ج | ۰ (] يك ععل دوتایی روی (۳)۸) است ۰ 

( ه ) ملاحظه می‌شود که <م ج 22 ۰- بطوریکه [ا- 2 < (لا ر2)- يك تابع 
است‌و درنتیجه - يك عل دوتاس روی 7 می‌باشد ۰ 

| و ) ملاحظه می‌شود که .۵ ج 2 1/0 : ۷ بطوریکه مش > #۴ »2 (ور )۷ 
يك تابع است‌و در نتیجه * يك عل دوتایی روی ( می‌باشد ۰ 

[ ز ) ملاحظه می‌شودکه ۷ ج ۸۷ /۸۷/: * بطوریکه بزرگترین مقسم علیه مشترك 
عم ول لد با 2 (2)* يك تابع است‌و در نتیجه # يك ععل دوتایسی 


روی /( می‌باشد ۰ 


1-۱-6 


[ الف ) اگر ععل تقسیم ( 2 ) يك عمل دوتابی روی | باشد آنگاه باید 9] جآپر)]: 


بطوریکه لٍ ‏ »2 (ق ر2) - برای هر | 6 لا رع2يك تابع‌باشد * ولیی 


می‌د انیم که اگر ه < ل آنگاه 0 2 2 تعریف دمی‌شود ويك عد د حقیقی لیسست» 


بنایراین ‏ يك تایح از 0]] پر۳] به ۲] نمی‌باشدو در نتیجه -ب يك عل‌د وتایی 
روی ما نیست ۰ 


[ب ) ملاحظه می‌شود که 6۱-12 ج((0]-6۲) ۸ ((ع0-1: + بطوریکه + 2( 3 ) 2 


يك تایع است‌و در نتیجه ث يك عل دوتایی روی 101 - ( می‌باشد * 


اج ) اگر ععل تفاضل ( - )يك عل دوتایی روی ۸ باشد آنگاه باید اج ۷ «۷:- 


بطوریکه لز - »2 عد (ل ر<) - يك تاب‌باشد ۰ ولی مثلابرای 2۱و ۲ لا 
داریم لح غ (-ح ۱-۲ (۲وا) - و در نتیجه - يك تابع‌از۸۷۸۷ به ۷ 
نمی‌باشد * پس - يك عمل‌دوتای روی /(/ نیست ۰ 


(د )ملاحظه می‌شود که (۸۵) 6 جح (2)۵(*66۵ : * بطوریکه (<-۰۷(0)۷)<(ع((ر0* 


يك تابع است‌و در نتیجه * يك ععل دوتایی روی(۸)) می باشد ۰ 


1-۱-۸ 
(الف ) ۲ 1-۱ 
6( + 60( +(-) (د 106 +19جت /( 1۳۱6 ,1۱ سک( > 171 - را 


(ب ) می‌دانیم که 6 ۲ ۷ در حالیکه ‏ 6 2۲( ۷ ۲۱۱ ۷ )۰پسس 


۶ تحت ععل ضرب بسته نیست ۰ 


(ج ) می‌دالیم که 6 ۷/۲ و۲ ۱ در حالیکه ۱ # ۵ 2 (۲ ۷-)+۷۲ 


پس >( تحت‌عمل جمع‌بسته نیست ۰ 


(د ) اگر > > ر۴ آنگاه | و دو گزاره درستد و در نتیجه 6 ۸ ۲ نیز 
يك گزاره د رست می‌باشد *یعتی < 6 7 ۸ ۰ پس< تحت عمل ۸ بسته است* 


([ ه فرش کنیم > > ر ظا ۰ در اینصورت و ) هردو زیر مجموعه سای 
نسامی از ۸ می‌باشند * پس 2 ل) 2 نيزيك زیر مجموعه متتا هی از ۸۵ اسست* 
و در نتیجه ۶ ۱1 ۰ پس* تحت عل [ا بسته است ۰ 


( و ) فرری کنیم 2 > > ر ‏ ۰ در اینصورت 9| و *) هردو زیر مجموعه های شصارش 
پذیر از ۵ می‌باشند ۰ پس ) ل) 3 ديزيك زیر مجموعه شمارش پذیر از ۸ است 


( ز ) چون ۲ ۸ رت پس عاصر »0 و چا وجود دارند بطوریکه و ع< 0 و 
۸ > و0 * در اینصورت > [) ر (] درحالیکه ۵۶ (ط 1 10 ۱ 


پس> تحت عمل ۱ ) بسته نیست ۰ 


1-۱-۹ 


(الف ) عاصر ۲ ٩‏ با رنتد از. 


۱0 
5( 
۱0۳03 
2۹0 
۱۵۳ 
تاک 

(ج ) ملاحظه می‌شود که این کاملا مشابه جدول ۱-۱-۵ است * بطور دقیق تر اگسر 

تعریف کنیم 5۳ <- 2۳+ بطوریکه »2 (2)  -‏ آنگاه ۶ يك تابسم 

درحریی است‌و بعلاوه داریم(و) -ه () ۳( یره »)۴ برای هر۳ت] ک لد 2 ۰ 


1-1-۱ 
( الف ) #2 < 3 ۴ فتتد - و۷« 
پس * جابجایی است » حال مثلابرای ۰۱ ۲و ۲ در 3( داریم: 


۲ ۳ج ی‎ ٩ 
)۱ (۷۳ مت ۳ > #۲( ام‎ 


ت كِ ۷ | )۷ ۱- (۳ ۲ ۱ 


ملاحظه می‌شود که (۴* ۲ ) * ۱ 2 ۲ * ۱ ۲ * ۱) و در نتیجه # شرکت 


پذ لیست ۰ 
7 2 2 ۷ 2 - 7 #۷( ۷ 2) 


دح ال # 2 -< (2 ۷ 3) ۷ 2 


پس ( 2 * لژ ) 22*۷ 0۱*3 **) و دردتیجه * شرکت‌پذیراست ۰ 


حال مثلابرای ۱و ۲ در ۸۷ داریم : 


۷۱-۲ و ۱*۲۱ 


و ۱ ۲ 4 ۱۲ ودردتیجه # جابجایی لیست ۰ 


۱ج ) 
 # > ِ‏ عد »2 و + 2 + ال 2 + +2 ع< و ۷ 2 


پس * جابجایی است ۰ حال مثلابرای ۲۰۱و ۲ در 2 داریم : 
۳ +۲ +۱۲0۳ ( +۱ ۱ 


۱ ۷ )۲3۲( 2۱۷۲۲۲۲۱ ۲۷۱۱2۲۲ ۱۱+-۲۳ ۵0 


پس ( ۲*۲) * ۱ 7 ۳* ۱*۲۱ )و در دتیجه # شرکت‌پذیر دیست * 


(د) برای ۱و ؟ در (101- داریم : 
۲ج ۱ سل رد 2-۲ ۲ 


پس - جابجایی دیست » برای ۱ ۲و ۲ در ۱ - (]داریم : 


2 
1 1 


اس( 
۳ ۲ 


پس ۲+۳۱ )+4۱ ۱+۲ ۱-۲ )و در نتیجه + شرکت‌پذیر نیست ۰ 


( مه ) 26 ۷ لا - نقطه وسطپاره خط »2 < نقطه وسط‌پاره خط 2 - لا # 7 


پس * جایجانی است» حال تقاط ۵۰و 6 را بصورت زیر در صفحه د رنظر 


فرش می کنیم که نقطه 0 وسطپاره خط 8 ۸ » سقطه ] وسط‌پاره خط 2 ؛ 
نقطه ۲ وسطپاره خط 8 ودقطه () وسطپاره خط ۸ باشند »در این 


صورت د ریسم : 
۷ 2-0 ۷ (8 ۸۷ ) 


2۸۷۲۶۵( *8) ۸ 
ملاحظه می‌شودکه ۰ (0 #۲ ) ۸۷ عب ۷( ۸۷ )و در نتیجه * شرکست 
پذیر لیست * 


۱ و 2 / 2 7 ۰ , ِ ۱ ۰ 
( ید6 ( 6 ( لاد + وک جع ( ود که بجعت (قو م6 (ورعد) 


پس *# جابجایی است» 
۸ و کد) #۷( قف و 2 ازید ج ه 0 (د 2) ۷( *(9)) 


( 9 ‌ دوف 2 + 1 چا یر چئدیم) ۳ 2 + 23 + مس 


( 93 و و 2 + کج مدب ده ید لا 26 یجید که 0( "۳ 


8 1 ت ود و + 2 رید + لام 2 ید یدنم سم 
(ک و دا ( دج دج )جع +( هدجه ۶ - 
یوعد ج ند نم) ج(ووعد) > 


(روم چ ( و ر) #((ع ‏ 


پس * شرکت‌پذیر است؛ 
( زا ار ع ه عپ 0  <‏ #۶ ط 

پس * جابجایی نیست * برای و ۰ع وه در ۸ داریم: 
> < آه #۷ 6 - /ه #۷( # طا) 
6-4 # دا ( که و ») # ط 


و 


پس ( که ۷ 6) # هط + #۰( # ) و در نتیجه # شرکت‌پذیر نیست ۰ 


0 . 1-۱ 
۱۷۲۱۷۲۰۱۲۱۲ و 2۱*02۱ (۲+۳ ]۱# 
پس ۱7۱*۲+۱*۲ ۴۲+ ۲ )۱*۷ و در لتیجه # نسبت‌به جمم پخشی نیست* 
[آب )برای ۲۰۱و ۲ در 2 داریم : 


۱۷) ۲+ ۲( 2۱۷0-۰۱0۵ 


و وس رتست »سب ی 
۳-۲ +۲ ۱۷۲-۱۲۲۱ +۱۲ 


پس ۱۷۲۱۷۲ 2 ( ۲+۳ ) * ۱ و در نتیجه * نسبت‌به جمع پخشی لیست * 


۷0 ۷۷2-۱۷۵ ]0-2(۷62 7 


[(۷- 02 ا[(000۷-2)] - 
01۵02-60۱۷۱ [(007-602] - 
( ۷*۱2( (۲۱) < 
چون عل ۱( جابجائی است‌پس بنابه ۰۲7۲-۱-6( ] نسبت‌به * پخشی‌میباشد۰ 
ِ" ( + جند) هه (قمعه) > [( ادن به(و)] په(مد) 
(( + )لد( جیم) مس 
( 9+ و 2 ) س 
( ود که ع) ‏ ( و ق دنه عج) < 
[ 4 6 (9 و اب [( زد ج) #۷( 2 ۳ 


چون » جابجایی است‌پس بنابه ۰1-1-۱6 ِ‌* نسبت‌به ‏ # پخشسی 
می‌باشد ۰ 


1 
17 
هم(  )3#‏ (م) +6۵[ (2) +( ۲- ()(3 ۷ ۴) 
پس ...ام رو 1 و درنتیجه ر* جایجایی است * همچنیین 
[(۸ 2 ]برجم[ ,+(1,*)] مه بحلاوه برای هریارت ب2د ارم : 
( + ()3+ ۵ #)- رم 0+2( ) رم [9(۸ 5 
(( ۵ ۳ 0۰( )+0 (ه + (ع)) ب(ه م۴ 


پس ( 4 3#) #۷ > 6 #(1 ,#۷ ۶) و در نتیجه , < شرکت پذ یر است * 
بطریق مشابه می‌توان نشان داد که * جایجایی و شرکت‌پذیر است * ممچنین 


)۵۰۵-۵ 
وبعللوه برای هر ۵ > »2 د اریم : 
چم ار رهز سوم یسرم هت ۵-۶ 6 3 | 
)|( ۸( )۵( مج رم( و)- 
ِ 1 ِِ ۳ -(4 :)۴۷ و چون م * جابجاییاست 


() : ۱ ی 
پس 62 جایجایی است؛ 
[(و+ ی +»]- [+(وجع]- )9 [:+»)-[۵]3(ه]09]) 
(2۵3) 09 - 7اه 0 - 


پس 49 شرکت‌پذیر است « بطریق مشابه می‌توان نشان داد که () جابجایسی‌و 


شرکت پذ بر وی یس - [رود ی - میاه( - ((3)+ )اه( 
(3]ه (م)) ۰)2((۵())< [27] 9[ »]- 


چون ۵ جابجایی است‌پس ‏ سبت به 8 پخشی م‌باشد ۰ 


1-1 
(الف ) عصر همانی ندارد ۰ 


(ب) ۱عصر هماني است‌زیرا که برای هر ۷((ع 20 داریم 01-0 7 . 


( عصر همانی است ۰ زیرا که برای 


۱۰۰۰ 
هر پر5 ۳ داریم 4 و ع < م .۰ 
(د ) عصر همانی ندارد ۰ 
( )4 عصر همانی است * زیرا که داریم : 
< ۱۵-۷-۳۱0۵ (9۵-)< 4۵ # ۸« 
۵۱ -(0-۵) ۱( - )۷ ۵ 
( و )۵ عصر همانی است زیر! که داریم : « 0 < << زا 


( ز) همانطوریکه در جدول عن ه روی ب 2] ملاحتله می‌شود ۶ خصر همانی‌است ۰ 


۳ 


(ح ) عصر همانی ندارد ۰ 
(ط) تابع جاج- 0:۸ بطوریکه . ه > (2) ۵ برای هر در ع 2 عصر همانسی 
دز جز۸) است» زرا که ۴ ره ,۸( )وله 
و بعلاوه بٍِِ 6۸۵ 2 داریم : 


() ع ه +( (ه) ,۸ () 1 (ه) (۵ ه ۴ ) 


پس 4 سد و و چون تک جابجای است پس ‏ بح سل و در نتیجه 
۵ عصر همانی می‌باشد * تابع م)]] چب ۸ : 7 بطوریکه 2۱( ) ٩برای‏ هر 

۸ 2 عصر همانی (# زج)است ۰ زیرا که( ۴ وله 
ویعلاوه برای هر ,۵ 2 داریم : 

2۴۵1-۴۵ (۱)2() ۶ <()(1 ,۷ ) 
پس #۶ < 1 ,و چون جابجایی است‌پس < + و[و در نتیجه 
٩‏ عصر همانی می‌باشد ۰ 
(ی ) [0] عصر همانی (‌ ‌ -7) است ۰ زیرا که داریم : 


[«]- [۰ +« - (م] 2(9۵] 


چون 69 جایجایی است‌پس [2] < [«] [ه]و در نتیجه [۵ ] عصر 


همانی است ۰ [1 ] عصر ممانی 9 ز رامیت * زیرا که داریم : 


(«] -(۱ <]- [/]9 [] 
چین 0 جابجایی استیس.(نم] - [2] 9[] و درنیجه [) عمرممای 


است۰ 


ات اه 
( الف ) 
8 (ه ر مس( جه وج (9 ر) (0 مع) جسد > (* « 9) و(9 و ) 
پس ] تحت‌عمل ر # بسته است ۰ 
> (هو و«) - (۰ رقع) -(ه ) ,۷ (9 ,عع) جت 6۵ (3,9) ر(*2) 
پس ] تحت ععل * بسته است 
(ه ره ) خصرممانی (د ز8) و (0 «ا)عصرممانی (چد ز 8) است" زیرا کسه 


داریم : (ه رعد) > (ه جه ر ه + ید) ع (ه ره) ,# (0 2 ) 


و چون ,#* جایجایی است‌پس (ه ر 2  )‏ (ه و ع )2‏ (۱9 0( 
0 و 2 سس ( و21) < (ه 1( (ه و2 ) 


و چون ِ"« جابجایی است پس (هرید) - (ه و 2) ا (9 د ۱ ) ۰ 


(ب ) 
( ۳۲ ۷۳۸ (+۵)+( یم <(۷۲ )+( 0۲+ جد( ۷۲) ۵ ۳ +2۲ 2+۲ 


پس( ۷۲۰ ) () تحت‌ععل + بسته است * 
(0۷۳ ۵ ۲( + )+ ون بیوم) ح( +6 ( 9۳۳+ بح ( ۲۹۵۷۷۲ 1۷۷۲+ ده ۱/۲ +2 
پس( ۷/۲( تحت‌عل ۰ بسته است * 


عصر 0۷۲ + ه حد ۵ عصرهمانی ( + ر(0(6/۲)است ۰ زیرا که داریم : 


۱۳ هبعج ( ۷۳ دی دوع ه + ( 2+۷۲ ) 


عصر ‏ ۵۲ +/-عصر همانی ‏ (. و( ۷۲) () است ۰ زیرا که دار : 


اور جع - ( ۱۳۳+ )1 </( ۵۷۳+ <) 


1-0 - 


(الف) ۱ و ۱-عاصر معکوس پذیرند ۰ زیرا که ۱۰۱۸و ۶۱ (۱-)(۱-)۰ 
(ب ) هر عصر ‏ 7 معکوس پذیر است ۰ زیرا که برای هر و > [2 داریم : 

0]-] - (عس مع]-[م-] هم 
و چون () جابجایی است‌پس [ه ] - [2 ] ۴-2[9] 


(ج ) [۱۱ 1 [۳] عاصر معکوس پذیرند * زیرا که د اریم : 


)[6)( -0۱[ 
]۲[6]۳[-)۱[-)۷( 


([ د ) همانطوریکه در جدول 0 روی ی ملاحظه می شود مرخصر ب 6 معکوس‌پذ یر 


منت 

( مه ) فقط ه معکوس پذیر است زیرا که داریم : 9 0۲ 

( و ) فقط ۵ معکوس پذیر است » زرا که ۸۵ < ۸ ۰۸۲۱ 

( ز) در این تمرین »0 عصر همانی است‌وبه و ن عاصر معکوس پذیرند ۰ زیرا کسه 

<< 0 #۷ 0 زر 2 < 6 3 6 ۰ 

1-۲-۱ 

[الف) برای هر 16 - 20۵ چون 0 »2 پس (0] - ( ع سل وبعسالوه 
داریم 2۱ 2 ُ_ < یل . 2 ۰ پس هر 101 26معکوس 
پذیر است و معکوسشر ساوی سل می‌باشد * 

(ب ) اگر پر تابع‌همانی روی ,۸ باشد آنگاه مر عصر همانی (* ذ بر )* حال‌برای 
هر ,م9 > ۴ چون ‏ يك تایح دوسونی روی ,۸ است‌پس تابع‌معکوس وجود 
دارد و یعلاوه يك تابع‌دوسوس روی ۸ است ؛ بنابراین ار ۶ تابع‌معکوس ‏ 
باشد آنگاه م٩‏ و میت 0 ِ ۶ تون 
معکوس هر عصر پر؟ > وجود دارد و معکوس مساوی 3 است* 

اج | اين تعرین درست‌دیست زیرا که( -+- و [10 -])تصر همانی ددارد ۰ 


(د ) (هر.....ده رد م) عصر همانی است‌و برای هر "۳ ع ( « ی 2( 


داریم : 

(هر .رمع ( 2۱-3 ولا ( جارس رو ویقات) رل( ریق ر-- - رعع) 
بطریق مشابع(هر دماح (0 2 و ۱ ,)#۴( 24 -ر ۰ مولا) و د تیه هن 
عصر ( ۰-۰-22 (9:۱) معکوس پذیر است و معکوسش مساوی(م2 -: .۰ ۰-- «(26-) 
می‌باشسد ۴ 


1-۲-17 

(الف) چون هع- (0-) +20 0+(0-)پس ۰ 0 (0-)- .همچنیین 

چون داییم : (9-) + ((ط-)ج (ط+م))- (ر) + (ط-)) + (ط + 0) 
(-)+() +ط)دم)- 

(0-) + (ه +ه) 

(م) + ۵ 


6 


۱ 


و یطریق شاب (و + و) + ((0) + (ط-))ت ...)+ (ط) ع(ط+ م)- 


(ب ) اثبات‌اين بند مشابه آثبات‌بند (الف )با اين تغاوت که بجای عمل + ؛ عسل ۰ 


قرار می‌گیرد ۰ 


1-۲-۰ 


(الف ) يك گروه دیست زیرا که هرخصر معکوس ند ارد * 


(ب ) يك گروه نیست زیرا که هر عصر معکوس ند ارد ۰ 


اج ) يك گروه نیست زیر که در تمرین ۱۲ نشان دادیم * شرکت پذ یر 
نا 
(د ) با توجه به جدول‌هروی ب (] ملاحتله می‌شود که (20 ,2) يك گروه است‌ولسی 


آبلی لیست ۰ 

(ه) ( در ])یك گروه آیلی است ۰ 

( و) يك گروه دیست‌زیرا که هر عصر معکوس ندارد » البته درحالتی که چ ی ۵ , 
در حالتی که دم ۸ آنگاه (ل) زر6)يك کروه آبلی است* 

( ز ) يك گروه دیست زیرا که هر عصر معکوس ندارد ؛ البته درحالتی که طع ۰/۵ در 
حالتی که هب آنا۰ (0۵ز ر)0) ) يك گروه آبلی است» 

(اح )يك گروه آبلی است ۰ 

(ط ) در تمرین ۲۰۱-۱۱ (الف) »ملاحظه شدکه *# شرکت‌پذیر دیست »پسسص 

(#,)) يك گروه نی‌باشد ۰ 


(ی ) باتوجه به جدول و روی ب 5 ملاحظه می‌شودکه (0 زم5) يك گروه اسست 


ولی آبلی تس‌باشد * 
۲۳ »1 
[الف ) 
۲ 7 #9 ۱ 
بدا به پخشی بودن ۷۲ تسبت‌به ۷ :22۷ 22) ع رل چا )۳ رب که 
بنا به قضیه 1-۲-۲۲ : ۵ 
۲ ۱ 
پنابه ۳ بودن ۷ ۲ ت‌به ِ" ۰ ۱ 2 
پخشی : و بل ری رب ه) ب«رل تا 
بدا به قضیه 1-۲-۲۲ : . << ۱ 
2 2 
سس ۴ 2 (ر( 2:۷۲) 


[ب ) اثبات‌اين بند شبیه اثیات‌بند (الف) است ۰ 


اج ) دابه بند (الف ): لب مع) - لا با عه 
و ( ریا #۷ -2)) ع 
بط دوع 
1-1 


[الف ) يك زیر گروه نیست زیرا که (+ ز (۱) يك گروه دیست* 

(ب ايك زیر گروه است زیرا که (+ز 6) يك گروه است ۰ 

اج ابا توجه به جدول م 2] ملاحظه می‌شود که (ه و!۲)يك گروه است‌و در نتیجه 
يك زیر گروه می‌باشد ۰ 

(د )باتوجه به جدول ب (] ملاحظه می‌شود که || دسبت‌به عمل ۵ بسته نیست زیرا که 


مثلا" (( ع ‏ - ۰۵۱۰۲ پس يك زیر گروه نمی‌باشد ۰ 


( ه | چون _ (مد ز ۱۸ ) يك گروه است‌پس يك زير گروه می‌باشد ۰ 


۰۸ 1-۲ 
فرض کنیم که( ز -0) يك گروه آبلی و (*ز!۲ ) مك زیر گروه ‏ ( ز 6) 
باشد * در اینصورت ( #ر (]) يك گروه است‌و بعلاوه داریم : 
#2۶ - (ل # 2 حچس 20 لرعه چسد !> ل رل 
بنابراین (چر و ۲۱ ) يك گروه آبلی است» 


1-۲-۱ 

( الف ) يك حلقه است ۰ 

[ب ) يك حلقه نیست زیرا که عاصر دسبت‌به عمل + معکوس ندارند ۰ 
اج ) يك حلقه است۰ 


(د ) يك حلقه بیستزیرا که شرکت‌پذیر دیست ۰ 

( ه ) يك حلقه نیست زیرا که عاصر ددست به‌عمل () معکوس ندارند » البته د رحالش 
که عو ۵.اکر ‏ -- ۸ آنگاه يك حلقه است* 

( و )ايك حلقه است ۰ 


( ز)یك حلقه است ۰ 


۳ 
نا به تعریف لا ردو ج لی عاع رح یه 
بنابه پخشی بودن ضرب دسبت‌به جمع: (و-) ه + له ع< ۱ 

بدا به تعرین 1-۲-۲۳ (ب ) : (ر3ع)-)+ لاو ع 

بنا به تعریف تفاضل : 3 و - باه 
بطریق مشابه می‌توان نشان داد که 3 ل- ار 3رلم-2). 


1-۲ 1 


( الف ) عد د ۱ خصر همانی نسبت‌به ععل * است‌و در نتیجه يك حلقه یکالی‌می‌باشد ۰ 


(ب ) تابع /<- ۸ : ٩‏ بطوریکه ۱- (1)22 برای هرثرع,2عصر همانی تسبت بسه 
صل » است‌وردار تتیجه یاه علقه یلام با شید * 


(ج ) ۸ عصر همانی دسبت‌به عل * است‌و در نتیجه حلقه یکانی است» 


( د ايك حلقه یکانی دیست زیرا که عصر همانی نسبت‌به عمل » ندارد ۰ 


1-۲-۳۸ 


7 
( الف ) فرض کنیم | ر ۱ دو عصر واحد ] باشند ۰ در اینصورت چون | عصرواحد 5 
2 , ۳۰ 
است‌و ]6 |پس 1 ۱.همچدین چون 1 عصر واحد 0 است‌و | > پس|-11 


۳۸ 
بتابراین | |و در نتیجه عصرواحد (] یکتاست ۰ 


(ب )بدا به تمرین 1-۲-۲۳ (الف) (ععا)- ع تو(ا-)چون هداس 
22 ع< 26 (۱-).بطریق مشابه می‌توان نشان داد که نوت زاس ی 


بنابراین - ح (۱-) و مو(ا-) 
1-۲-۱" 
(الف) چون ۰ جابجایی است‌پس این حلقه جابجای می‌باشد ۰ 
(ب ) اگر 96۴ آناو سمل - (۸- 9 بمه وپعالوه برای هر 
2۸ داریم : 
مه(  )9۴‏ (ع + مه وق - ره و ری ؟ - رع) (۴9) 
پس ۶ - و۶ و درنتیجه حلقه جابجایی است* 
اج ) برای هر (۸۵) )۷ ۷رد اریم : 
2۷ ۷۲۲ < ۲۱۷( < 2 


1-۲ ۰ ۶ 


( الف ) #۶ 28ج 2 ار یه چ 5 ع ۶ 
پس "۰ ر + و 5 )جابجاس است؟ 


(ب ) فرض کنیم 7 - | و اعدو مجموعه اعداد زوج در 7 باشد ۰ درایدصورت 
(ر+درع) یکانی است در صورتیکه (۰ر + ز5) یکی دیست ‏ البته در 
ایدجاً * و ۰۰ جمع و ضرب معمولی اعداد هستد ۰ 


۳ 


زو ۱)است» حال اد > مره ریع)| - 5آنگاه رترب ز5) یك زیسر 


2 
حلقه (۰ر+ ر ۲۵ ) بوده و (۰ ر+ ز 5) يك حلقه یکانی با عصر همانسی 
نسبت به عمل ۰۰( , ۱) می‌باشد * در اینجا ملاحظه می‌شود که ( ( ر () ع (هر۱): 


۱۳ 


(ب ) . رد در ) يك حلقه یکانی و جایجایی است‌در حالیکه يك هیات نیست زیر 
که اصر نسبت به عل * معکوس ند ارند ۰ 


1-۲-٩ 
| فرنی کدیم . هب 2 و ه عج یو ۰ دراینصورت چون  ه عرچ . پس ایو در‎ 
۱ ۶ وجود دارد * پس داریم‎ 
4 - _ 
2/1 < ۰ »لم چ هس (خ1 چ هل ( 2۷ /2) چسد ه <ه 2 < (۵یو) ۶ چ‎ 
۰ پنابراین اگر هس لور آنگاه هد 222 یا ۰ لق‎ 


1-۳-۰-0 


( الف ) ۵<0 چسی ۱-۰ جسب "0 

(ب ) در ایدجا فرش می‌کديم که چ] بیش ازيك عصر دارد * نشان می‌دهیم که 8۳ ۱. 
بنابه ۰۱-۲-۳۷ وطو | پس ۳ > ۱یا 5 ۰-۱ اکر 15 >۱- آنکا مج ع(۱)(()-۱ 
که يك تاقض است + پس باید داشته باشیم ‏ ؟ ۱6 بنابه بند(الف)۰ ۱<۵. 

اج ) اگر ه-0 آنگاه ۵ > ۱ ۱+ آن.فرض کدیم ه و 0 »در اینصورت چ ۵ 


یا 06 باکر ۳ 6 0 آنفاه 0 .گر ۳ 0 آنسسگاه 


د ۲ با ۲ ی د ۲ 
>0(1-)(0-) < 0,پس در هرحالت > 0,چون ۱6۲۳ پس ۶ ۱+ 0 


۲ 
و در نتیجه ۰ ۱ + ۰.0 

(د << 0- جهج 0-0-6 << ۷ 0 چهه ه <« 0 02۰ جسه هچ 0 
4 

۰ > چه ۷-۵4۰ ۰ 0-چه 6 06- دهع( -ه 


[ مه ) ۰ جچ ع ۱9 جست 8 ع 0۸ج ۰ ۰ <0 
< هچ ۸-96 026 - چس و <ط- ۸ ود 0- جح ۰۵۳۰ 0 
۱ ۰< 0 چد 6 6 (0-(0-) - 
< (0)- جس 6۴ج عه چت وجوا- ۸ج ۰ > 00 


۲ ۰ > جت 6 ع(و) -ه چ - 0-0 


-(0-) ۷ 9 0- جسه 6 9-0۱6 ۱۷و ان - جه ۷۰9 2۳0 0ج 049 
0- > ط- جچسه 0 -> ۷-9 ط- و - چیه 2 (ط) - 


(د) + 
۱۰۷ 6۳۴-0۰2 9-0 ۷ ن چسه و > ۵ 9۷ ۵ چسه 05 
د 
جچه +69 ۷۵۲0 9+6 مب چه 66۳+ 60-(6+ه) ۷ 
ِ > + جسه 


(0<۰ ۸6۶۰۷( ۷۵ 2 0) چ 9۸۰ >0 


اگر هل آنگاه طایح و 0 و درنتیجه 90 006پس فرض کنیم . وج . 

در اینصورت داب يط >م) ۷ (۰< 9۸6 6) چ ره جع )۸( ۷۵6 و ) 
۰-0668 ۷ 6 06 <- 

(۳ 29-066 96-06 ۷ 06-6 چب 


۷/۰۰۰ 9 سب 
»۰ 5 »0 ض 


۹ 
(الف ) ار و زو-] اگر < 0-ز 0- 
۱۵ ار وی زو اع ال مه زه / - (۵-| 
اگا. ودی زو ال وی زج 
شان ی‌دهیم ۵6۱0۱اگر هدن آنگاه ‏ ۱۵۱ ۵ ودرنتیجه ‏ |00 
فری کنیم ‏ 0,>0,در اینصورت ۰ 0-0 |,چون 060 پس0<0- ود رنتیجه 
۲ 0-> 0۵.بس || ۰0 بطریق مشابه می‌توان نشان دادکه و > |و|- 
تفت ۱۵۷ > 0 >01 | 


(ب ) 
اک 04۰۸) ۷( حرط ۸مج) 00 اگر 
اگر هس نا 020۷ ز << اگر ه‌دطان و ه 1/۳ 


هو <9 0 ز09 


)> ۸ع<ه) ز (ط۵) - اگر ۰ > چام 


اگر 
(ودط0۵>0۸ 

|| 

(ج ) اگر 6 یا 0 آنگاه اعدطا+۵ يا 4 0+۲ و در نتیجه 
(ط|+ه|ع ۱ ۵+0۱ با (۱ +۱۵۱ |و|- |ط+,بس‌در 
اینصورت +۱0۱ >|+۵) فرش کنيم . وعون و هدر اینصورت 


هريك از حالات زیر ممکن است اتفاق بیا فتد : 
۵4۰۸6۰ ۷ (0۵<۰۸۵>۰) ۷( ۸ > 0) ۲۷ (۰<ظ 0<0۸) 
ار ه<۵ر مدط آنگاه محطبی وددعج زط|+|۵|عط+ع[یاجو| 
اکرو‌یو و معط آگاه ۵+06 د وی -ط-ه--(ط+0)--|ط+ه| 
فرض کنیم 0 و »۰ در اینصورت ه <ا+ 0 یا ۰ >۳+ ۰0 اگر ه <وا+ن 
آنگاه ۲ +۵ > (و+و|و چون ه>و پس <و-و در نتیجه . و- 6 سس 
- 0> +۵ و درنتیجه ‏ ولج [و|ع ط-60۵ ۲ +0- او باکر 
۳ > + ۵ » آنگاه (۵+۳ ) -ع | + وچون ۰ <0 بس 0>۰0- ود رنتیجه 
0>- ۰ پس 0-9 >0- 0- و در نتیجه بت 
۱۵۱+۱۱ < ط-۵> 0-9- - (ط + 6) - < [ط + ه | 
حال فرض کنیم »0و هد<وا» در اینصورت ۵+9<۰ یا ۰ >0+9اگر 
۰ +0 آنگاه +0 0+۱ وجون 0>0 بس ود 0 ود رنتیجه 


- > ۰0 +04 > 0+۲ و در نتیجه 
۱ ۱+ 104۱ + 0- > + ۵ ع [ط + | 


اگر ۰ ۵+0 آنگاه (+۵)-< 0+۳۱ | وچون دصپس ود رنتیجه 
9 - پسو+0-)> 0۱-0 و در نتیجه 

(طا+ |۱۵ ط+0-> 0-9 >  -)0+(‏ |ط +۵| 
تین ین ۱+ ۱9۱ > (ط+ ۱۵ 


ژد ۰ آتباات این بدد دیز شبیه اثبات‌بند ( ج ) است‌و باید اعداد 0و ۲ را درحالات 
شعلث. از نظر بزرگتر » کوچکتر يا مساوی صفر بودن در دظر گرفت و سپسس 
اط+ه| >|(ط۱- اهر در هريك از حالات‌معکده اثبات‌نمود ۰ 


تست 
سس 


اس 
ابتدا نشان م‌د هیم که برای هر ۲ ۰06اگر ۵60 آنگاه ۵ <0روشین 


است که اف بش م< ن يا و > 0 اگر > آن آنگاه چسون 
۵۰ 7 ی ۰ که يك عاقض است زیراکه ۰< ۱ . 
پس ه < ۲ * حال داريم: 
توط > | چب 66 00 چس مج 66۸ 
چون 9 ء پس ۹ 6 ادنوه وم فان 


1-۳-6 
(الف ) فرش کنیم ره 
رو( از مه - (ووعع) - رو معط 


بس ‏ يك همریختی است ۰ 3 
قاس تچ چسد لا 2 چست (و)؟ - ربه) ؟ 
پس ‏ يك بيك است ۰ 

6 9 - 6 


۳9 كِ< ")امه - (مع؟ 
پس + پوشاست » بدابراین يك یکریختی م‌باشد ۰ 

([ب ) (یو ۳+ ری ۶ ه جه - 0 (یدیج) چ 

(لل)؟ رب ۵۰0 ه ‏ لاع) ۲ 


پس 1 يك همریختی است» 
(چ ) ۱ () ۲+ یی ( رل )+  )2::0(‏ (ه , لز(+ع )2‏ (لا+ م9 ) ۳ 
9 دی) 3 ری (90()۵:۰) > (ه رل ) ع رو )1 


پس ‏ يك همریختی است» 


به جسد (ه ولا ) عت (ه رنو) چسد (۲)۵ - ری 3 


پس ‏ يك بيك است ۰ بنابراین ۳ يك همریخش يك بيك می‌باشد ۰ 


1-۳-۲ 


[ الف رت ۸ () ۶ س ۵ ۸ )کر عد 2 چب [۸۵] و 


در اینصورت د اریم : 
[۵] ۴ ب ( # ه) 7 - ریم #۲ (مد) ؟ - *# ۳ 


پس ۲۵7 ؟ تحت‌عل # پسته است ۰ 


(ب ] بنا به‌بند (الف) ‏ [06]؟ تحت‌سل ‏ # بسته است * چون ‏ ن ی ۵ 
شرکت پذ یر است‌پس » وی [۲6 ۲ شرکت‌پذیر است ۰ فرض کنیم م6 
و بترتیب عاصر همانی () و ) باشدد ۰ نشان م‌د میم که (6) 6۳ . 
دایم : (۵)؟- رو 6#) ۲ - (6) #۴ (ع)۳ 
پس بدا به قضیه 1-۲-۲۷ (الف) » (ع) عصر همانی ‏ () است‌و درنتیجه 


(۵) ۴ ۰ پس [6(۴۲۵- 6 . فر ضکلیم / يك عصرد لخواه 


[0] باشد + در اییمورت عم یو وجود دارد بطوریکه. (م2)< لثاکسر 


َو معکوس 2 در 6 باشدآنگاه شان می‌د هیم که ۲67 ۲( 


معکوس زیو) در [6 ] است ۰ زیرا که داریم : ۱ ۱ 
بم ‏ (ع) لس رم موب ی + # رمع 


‌ (6) 1 (به بت (مع)؟ )1 


۳ 
پس . () ۴ - ۰۵ بابراین (هز[8]) يك کروه و در دتیجه يك زیر گروه 
ور 6) است ۰ 
(چ )ماد بنداب )۰ (جز۴]؟) يد زیر گروه ‏ (+ ز؟) استه جون ربز6) 
آبلی است‌پس بنابه تمرین ۸ 1-۲-۲ ۰ (+ز5] +) آبلی است * چون * بوک چم 
شرکتپذ یر است‌پس روی 87+ شرکتپذیر است‌و چون ۰ نسبت به * 
روی ۳ پخشی است پس ۰ سبت‌به + روی []گ پخشی می‌باشد بدابراین 


(۰«+ ز[8]) يك زیر حلقه (ه ود 8 ) است ۰ 


([د ) اثبات‌این بند مانند اثبات‌بند های (ب )و اج ) است ۰ 


([ه) چون ‏ (ه زی؟) يك گروه غیر آبلی و ( + ز + ) يك گروه آبلی است پسس 
بنا به 1-۲-0 (د ( ۶ این دو گروه نمی توانند یکریخت‌باشند ۰ 


1-۲-۹ 
الف ) تعریف می‌کنیم ۳ج ۵ : 3 
2 - (مو) 3 
در ایدصورت‌بسهولت می‌توان نشان داد که يك همریختی يك بيك از هر بز /) 
به (* 2+ است +پس (۰د+/۵) را می‌توان در (۰ و + ز 16 ) محاط 
گنود ۰ 
۱ ۷ ۲ 
(ب ) تعریف می‌کدیم 6ج ۳ ۳ 
(۵ ۶ 1۲ د ,9۵ ) < (22۷ بع) ‏ 
2 
در اینصورت بسهولت م‌توان نشان دادکه لٍ يك همریختی يك بيك از ( و + ز1۴) 
3 3 
۳ (ه ,+ 5) است ۰ پس ره ر+ )را می‌توان در 9 رهز >1) معا ط 
کرد ۰ 


(ج ) هیچ یلرا دس‌توان در دیگرو حاط کرد * 
اد )اچون زد زر ) بد(ه ز و5)پبس می‌توان هريك را در دیگری محاط کرد * 
[ م ) هیچ يك را نمی‌توان در دیگری محاط کرد * 


1-۲-۰ 
فرش کنیم ۵ دب :۳ يك همریشتی يك بيك از (معو..۰۰-- د ,۷ ز۸)به 
...رد ز) و 0ج 8:8 بك ممریختی يك بيك از (یوو.--:8:96) 
به ( با ۷-۰-۰-۵ ز6) باشد ۰ در اینصورت 6 چ-ا: گم يك همریختی یل 
بيك از (ماو.--- د,#ان) به و --- و زی)) است ۰ زیرا که اولاً چسون 
9 يك بيك اند پس ط و[ يك بيك است‌و بعالوه بای هد . ور ی ) > 1 


اریم . 
داریح : 


((د) ی ری 0 < ررل :۷ ) ) 9 ری :)90۴ ) 
ری رهز ۴ رس ره - ری ۲) و ع#(می )و 
بنابراین ‏ (م۷او .هب ز) دد زر و زن)) محاط م‌شود * 
9 
(الف ) خیر زیرا که و - ۷۰۲ درحالیکه » و ۱. 
(ب ) خیر زیراکه(هر)-((«ه)(ه ۱) در حالیکه (هره) عو(ه ,۱) و (مره) ع( ۱ ه) . 
(چ ) فرض‌کنيم (. رچاو۳) يك هیات‌باشدو ت لاور بطوریک 0 9.اکر ه و به 


۱ ۲ ۲ احس 
پس لا مه وجود دارد و در نتیجه ۰( 2 ) ء بسن ه بل ( .3 2۶( 
و در نتیجه < ۵ ۸-۱ + پس اگر ه ‏ له آنگاه نحه وه یا ۵ موی 


بنابراین 9 ر+غ]) يك دامنه صحیح است * 


/ ۱ 
[د ) فرض کنیع ۵]جت ۵] ۰ يك یکریختی از (۰ رد زیا)به (۰<د+و۳) 
باشد * بسهولت می‌توان دید که چون (۰ + ز2] ) يك حلقه یکانی و جابجایسی 


است پس (, رب 5 ) يك حلقه یکانی و جابجایی است * فرش کنیم ۲ ع و و6 و 


۱ ۱ 2 
۰ < 0 ۰ چون ‏ پوشاست پس 6۳ ر 0 وجود د ارند بطوریکه (0)عن و 
() - با ۰ در ایتصورت د اریم ۳ 


مس ر )۲ج < (0) 1 چب سم () رو چ 6 1 
۱[ 0 0۳ وچون (۰ر+ > ) يك دامده صحیح اسست 


پس هت با هط و در نتیجه‌وی(0)- 0 با وس زوا ۰ بدا 
(ء رب ز 6 ) يك دامده صحیح است ۰ 


1-۳-۰0 


(ال۵ (0۵0۷ (96 < ۳۱ ۱[ (- 0۷7 ۷] - ( ۱۷ ۵ 


پس ی داریم : 
( 2 00 9ج  ]۷[‏ ع [ر اج 2۷ ۷ 


کدیم .9 يك یکریختی است ۰ در اینصورت 44 يك تایح دوسویی می‌باشد * پس‌د ایيم : 


 ] )[[‏ ج- رم امی اج 1 
یب [] ج (زها)و-(ع]) وه 
( ای - وم ۸۵ (۳۸ >« اج ()0 >[ ج- > 2۲ 

( 1 ) < 0 ۸ (۳)۸ )3۷ چس 


چون . ۵ > ۲ ۲ - (۵) 0 ول ید بیك است‌و 2 بل | بس‌جي عوم( 


و درنتیجه ( ,2 وجود دارد ۰ حال 007( (رو) و در دتیجه 3 . 


و پوشاست * بنابراین ۳ دوسویی می‌باشد ۰ 
برعکس فرض کنیم - دوسوپی باشد ۰ در اینصورت د اریم : 
رح مرچ [] ۳[ ( چ 6 ۵ - () 9 
ی + فرش کدیم رج]) 0 ۰ در اینصورت 6 ۷ و در 
نتیجه ۷۱-۸ ور و د وسویی است‌پس داریم: 
(- [درع +] ط [ ظ 


س ق پوشاست * بدابراین د وسوبی و در نتیجه يك یکریختی است 


حل مسائل فصل ۷ 
۷-۱-6 


اله 1 1 0 


[ب ) فرض کنیم : ۱( و ۱ص 1 5 
چون (۱) 2 4 اپس 5 >۱.فرش کنیم ‏ 5 6 ۰2۱ در اینصورت (۲0) 4 4 ۰7 
اگر (7+۱) 7+۱2 ؛آنگاه (۱+۱) ۸ -(10) 4 و در نتیجه 
[7) وم ع< ۱+ 7-71 که يك تعاقض است * پس(۱+ ) م ع ۲۱ ( ۰ 
و درنتیجه ‏ 65 | +۰۲ پس لا 5 و درنتیجه (70) 2 ع [برای‌هر 
۷ ۱ .۰ 


۱ + ول و« | سل - 5 


چون ۱ +(7) +27 ۱+7۲ پس 65 ۰۱ فرش کنیم ‏ 5 > ۰7 در 
اینصورت 2 27 ۰۲۲۱ اگر ۱ + 2۱۱۷1 آنگاه 
(77) 6 7+۱ -۱ + +771 (11 + 27) جر و در نتیجه ع 7۲ 4 77 که یسك 
عاقض است * پس دورو 1 + ۲+۱ و درنتیجه ‏ 5 7+۱ +پس 
۷ 5 و در نتیجه برای هر ۸۷ > 70,۷ دایيم 2 عه مرب 2 
(د ) فرض کلیم 71 701 - 7۱ و | عبت 7۲ ۰ در ایلصورت روگ وجسود 
دارد بطوریکه | +)|ع رم پس داریم : 
0+ 1 ۱ (۱+) ۱۱ 7 
که يك تتاقض به بند (ج است * پس | رم ؛ بنابراین برای هر 6۷ ۲, 177 
دارم : 
ا< 7۲۱ <(حح 1 7 << ۲۱ ۰ 


مفحه : ۱۳۲ ۱ 


۷-۱-۷ 
[الف ) فرش کنیم ...| و در لح باشند بطوریکه +79 77و + 20 ۰27 
نشان می‌د هیم که با عد ۲ * چون ,+7 | +71 پس بنایه ۷-۱-۵ 
(الف) » بلح ۲+ بدابراین | دپدتساوی +17 7 بطور یکتا تعییسن 

می‌شسود ۰ 


(ب ) چون ۱جووع () هپس (7) 6 > ۰71 در اینجا توجه کنید که اد ۳ ۰ 


۷-۱-۸ 


فرض کنیم > 70 ۰ در اینصورت 6۷ | وجود دارد بطوریکه + ۶۷ ۰ 
اگر ۱عس » آنگام(۱۵+ جع رد اگر | ۳ آنگاه ۵ | وجود دارد 
بطوریکه ‏ () ۳-۸ *و در دتیجه داریم: 

+ زو م + | + مت اجه جع ( )+ 7 7۱ 
پس ور > (77) و بتابراین 7 >(7) و 
برکس فرش کنیم جر > (() سم در ایتصورت 2 (7) یا 0 >(77) ۰-2 
اگر زو (ببی هآنگاه ۱7۱+ 77 و در دتیجه 71 >۰277 اگر 70 >(770) ۵ 
آنگاه ۵۷ | وجود دارد بطوریکه ۱+۳ + ۲+( 6 < 7 و در 
نتیجه > 27 ۰پس در هر حالت ۲۱ > 77 ۰ 


۷-۱-۱ 
(الف) اگر 7 << 27 و 8 آنگاه روشن است‌که 7 + (ز ع + 77.حال 
فرش کدیم می>(77و که .در اینصورت ((7> ووه و -۲) یا 
(7> 27 و ۰)>۹ چون 77 > 77 بس ز > | وجود داردبطوریکه 
مووع مه اگر ‏ ع | ء آنگاه ۲ + 7+۴۲ 2 +(تو در 
نتیجه وب می> ۴+ مره اگر ‏ > ۲ آنگاه ۸۷ > - وجود دارددبطوریکسه 
یم - 7 ودرنتیجه داریم : 


سوم +مورع + +۲ جع 7 7 


پس ۶+ > +۰۲۱ پس در هر حالت + ۳>7+ ۰77 بطریق مشابسه 
می‌توان نشان دادکه اگر > و 7 > آنگاه 7 +> + روم * بدا 
براین برای هر مرچ , جر و در ۸۷ داییم : 
> +« صسد] > ۸۴ > 27۳۱ 
(ب ) اگر 0 27۱ و 7 ۴ آنگاه روشن است‌که .7 77 ۰777 فرش کنیم که 
> و و ۰۳ در اینصورت ((>م و ط) با( > و ]>۲) . 
چون 42۱ 70 پس ۳۸۷ وجود دارد بطوریکه | +77 ۰7اکر ‏ > آنگاه 
۲۹+ ۳-۱( +0 ۱و در نیجه 7 > ۰99۴ اکر ] > ۳ 
آنگاه /ج ی وجود دارد بطوریکه -+ ۴ عد ۲ و درنتیجه داریم : 
+۳ +( موی (+۳()۳ +77) 6 ۲ 
پس .2 > ۴ ۰ پس‌در هر حالت 7 > ۰2۳ بطریق مشابه می‌صوان 
نشان دادکه اگر مرو 7 > ۴ آنگاه ۲۲ > 8 ۰۵7 بنابراین برای هر 
۱ ۴۰ و در ۸۷ دایم : 
> 7۱۳ جسد ]4 ۸۴ 7 که ۲۷ 
(چ ) فرش کنيم ۲ چ وک + رو 7 ۰2 چون 77 770 پس بدا بسه 
۰۷-۱۹ 77> 7 * در اینصورت‌بتابه بند (الف) ۲۰ + >( + 7 که 
يك ساقض است * پس > ۰7 


(د ) فرش کنیم ۲ > 27۳و 27 4 ۰2 چون 27 بل 277 پس بدا بسسه 
۰۷-۱۹ 7 > ۰2۱ در اینصورت بتابه بدد (ب ) ۰ 2۵ > که یسك 
تاقض است ‏ پس > ۰77 


۷-۰۱-۱6 


(الف ) نشان می‌د هیم ۷ < 5,داریم ۲ 


5 جس-۱(<۱) 3 ((۴۶0۱) [ - (۱) (30۴) 
فرش کنیم 5 27 ۰ در اینصورت 77 -(70)( 0 گ) داریم : 
(1)۴)۸) م- (۶۷۸)م) () ۶( 3 (7)) (ه 1( 
(2) هم ((:) (3۰۴) م - 
پس 5 > (:7) م و درنتیجه ۷ 5 * بطریق مشابه م‌توان نشان دادکه 
< 5 ؛ بنابراین 1 معکوس 6 است ۰ 

[ب ) فرض کنیم [17يك عصر دلخواه (| باشد ۰ اگر ۱> 7 آنگاه ۷( ] وجود 
دارد بطوریکه ۱+۳ <- ۰۱ اگر اآنگاه ۸0۱ 2 7+۱ | که يك تاقفض 
است » اگر اعد ۳ آنگاه() ۸ <۳ برای يك ۷ ۶ و در نتیجه 

۸+ )۵ -(0) 2 +1-<۱ که دوباره يك عاقض است ۰پس ۱ 4 ۰۷ 


در اینصورت‌بنا به ٩‏ ۷۰۱ » 7 > و در نتیجه ۱ کوچکترین عدصر ۷ تحت 
رابطه > است ۰ 


۷-۰۱ 0 


(الف ) فرض کنیم : 


( کم ۲ )۳۱۳۰۱۷۸ 1 - 5 
۲ پس ‏ 5 6 ا فرض کنیم 5 ع .در 


ار 7 نز 
۱ 27 22 ۸ ۲۱ حد 


7+۳ 
جع ۲ ۰ پس‌داريم : 
/ ۴ ب ۱و ۴+۱ +۲ 
تا ۱ 


پس 5 > ۱+ »۰ بدابراین ۷ < 6 و درنتیجه برای هر در لا 
داریم ۰ 
دب ء 7 7+۳۲ 
رمع 


5-1۳۱۳۰۸۷۸) 

)7 پس ‏ 6 > ۰۱ فرش کنیم 6 ع ۰۳ د ر 
ییا استفاده ازبند (الف ) داریم : 
۳( )۲۲ ۳ 


پس و > ۰+۱ بدابراین لجع 5 و درنتیجه برای هر ۰ 77 و ۴,۸در ۷ 


داریم ‏ 
۳ ك اس 


اج ) فرش کنیم : 


5 - ) ۳۱۳۵۷۰) 


ی ری کی دی 2 
۲ 
۲۳ - (70 )+ پس داریم : 


گ ت 0۳ ۷( ۱۳۱ ()(«) - 9 2( 


ایدصورت 
اد 
پس و > ۱+ ۳ + بدابراین -< > و دردتیجه برای هر 2۷ :۴۲ 
در ۸۸۷ داریم : ۰ 

م 
۷-۲-۲ 
(الف ) 


7 7 چسه ۲ + ۰ ۵ +27 چسه ( رم)(۱ر7) جس 9 ده ((۳,۰] 


ب 0 ۲۱ چسسه ۲ + ۱ و + مد چسم(ه ر7,()۱) رس )1 ,۱۳,۰0 


۷-۰ 


له 
( الف ) نشان می‌د میم که ۳4 دسبت‌به جمع‌بسته است * 


بئابه ۷-۲۳۷ ۸۱ «< مر چت ۰2( ۳))ر ((۳,۰) 
بنا به ۷-۰۱-۱۱ (الف) : ۲( + 77 سس 
بجابه ۲ ۲۳۲ و 7 > (( + و +7 )] چس 


بنا به تعریف جمع: ۳ [(/:۳)] + [( ,)| رس 
پل 
حال نشان می‌د هیم که عم نسبت‌به ضرب بسته است ۰ 
<<« چستد 7 > [(8:)] ر ((,0)] 


چون 77 < ۲۰ پس ۰/۷ ۲ وجود دارد بطوریکه 7+۲7 عد ۰77 در اینصورت 
با ضرب این تساوی در و سپس در خوا میم داشت ۴ ۴+۱۲ 1 < ۴ 77 
و ۲ + 2-7۶ ۰۰۷۶ پس داییم۴ +۲۱۳ ]۲+ + ۲ 11 
حال چون ۴ پس 1 < ۲ و در نتیجه ۷ | وجود دارد 
بطوریکه . | + ۶ |< ۳ | ۰پس داريم: 

+۱۴ + 7 ع ۲ + ۱۱۴ جد ۲-۰۰۲۳۲۳۲۲ + ۷۳ 


پس 77 + ح وه و در نتیجه > [((۷+ ]۰0 :]2+۷ 9ج) ]. 
تابراین 2 > (( ۳,۶)] [(, ۳)] ۰ 
(ب) اگر 7 > [(۰۱ ,)| آنگاه ۸۳۸ 6 77,7 و در نتیجه دةیقاً یکی از 


0 < 7 ۷ ۰1 7 ۷ ۲ عد 77 


اگر 7 - ه آنکاه [(هرع] -[( ۳)] »گر 2 < مه آنکاء 2 [(«ر7) ]۰ 


اگر ۲ < 7 آن22>(( ۲۱ 7)] * بنابراین دقیقاً یکی از حالات زینسر 


برقرار است : 


2( - [(مرم))- 2۷ ((۱۷,۰۱ ۷ [(ه .ه)- ۰ ,)] 


۷-۰۲-0۵ 

(الف) اگر ۰ < 2 یا ه 2 ط آنگاه روشن است‌که ه < :۰۵ فرض کنیم ه چچ 0 
و هچ دا + در اینصورت[ ۶2 » با 22+ )و( 22 6 ط ماج ع «-)- 
اگر 677 و "2 > ط آنگاه 77 > ط »0 ودرنتیجه ه و باه . 
اگر ی 2 و 7 طا- آنقاء ح >( (9 2)-و در دتیجه ه ول( و0)-. 
پس ه ع ۰2:9 بطریق‌شابه اگر "> بع-و 2 > با آنگاه هچ بابح . 
پس در هرحالت 0 4 ۲ ۰۵ بنابراین اگر ه - ما 2 آنگاه ۵ 0 يا ه < ط ۰ 


(ب ) 
۱ 0-) + دطاعل-)+ 6 04 جست چ و ع< ‏ + 0 


(-) + )+9 (0-) د سب 
+ طاع<ه + چس- 
(حد 


(چ) 
۰-(9-) + > (9)-)+ 6 سس وا 0 


( د ) دتیجه ای از ۳ 1-۲-0 (و)است ۰ 


([ ه ) نتیجه ای از ۲ 1-۲۰-0۵ (و)است ۰ 


۷-۲-۲ 


(الف ) 
0 بان چسمه هط 2 چسته (۱,ه) حل(ط ر۵) ره («)]- (امع)| 


طاحه ه 97 07 جح (۱ و ۱) به (طایه) جح ۱ 0]- رامع 


جن ۵ > [(ط مع)] بس هچ و و در نتیجه ه عر بن ۰ 


(ج ) 
ِ [ ره روط - دا - |( د(»س) ط جوا سا( : »-)]+ 0 0 


[(9ءم)] - ار رم)< 
پس ((« مع)|--|(ط -)]*بطریق مشابه می‌توان نشان داد که 
[(هءه) ] - - [(-ره) ]۰ 
(د )با استفاده ازیند(چ ) داریم : 
[(۵ مع)]- ((همع)]-) - - |(ه-مع)]--((ط-مع )| 

(ه) چون ۵ > [(ط +ه)] س ریمض 

پس 2 با * ه-۰اگر 2 > ط آنگاه باقراردادن بت و 

< ۵ مساله حل می‌شود ۰ اگر 77 6 د- آنگاه چون |(اد.) -[(۵- « 6 


پس با قرار دادن 2-0 ) و ت اضما ژد حل می‌شود ۰ 


۷-۲-۶ 


(الف ) این بند مانند بند [ب ) تمرین ۷-۰۲-۱۵ اثبات‌می‌شود ۰ 


ا- 
(ب ) چون ۰ 7 پس 3 در 0 وجود دارد * پس داریم : 


و دوعص( 23) -(93) مس و (۵3)- 7 (وع) ‏ و - 7 


(ج ) نتیجه ای از ۲ ۱-۲-0۵ (و ) است ۰ 


( ه) نتیجه ای از ۳ 1-1-0 (و)است ۰ 


وا ی ٩۱‏ 
یم > لا + و چس 2 > 2 
+ 2 > و یو وس هر 1 / 
و + > و + جح و > 0 
(ب ) اگر ه د عر یا ه < ل آنگاه ۰ < و2 و چون ه < 2و ۰ < لا پس 0 < و 2 
و در نتیجه 2 > و 22 ۰۵ فرش کنیم و ۰0۰ در 
اینصورت‌با استگفاد ه از -۷-۲ ([ ه) وانتقالی بودن > داریم : 
2 > 9 2 چسهه < و ۸ 2 > 2 
و 2 2۵ در ۱ ۱ ۲ 
2 4 2 جححه ۰ 2 ۸ و > 4 
پس داریم : 
2 > وع2 که جست 64 0 26۸ > 062 
۲-1 ۷۰ 


فرش کنیم 2 > ۰2 ۰ قرار می‌د هیم بت - و و شان می‌دهیم که و > و > ۰2۷ 


> 2 چس 3 > بر چست و + یج > ۷۷ وت + 2 > 2 + بو جست 3 > >2 


2 > وج و > 2 جس ۲3 > و + یوج +4 2+ 2ص و > 2 
۷-۱ 9 
فرض کنیم ۴ 6 ماه در اینصورت ۰ <۸) ۰ اگر ۰ > 2 برای هر وا 2 
آنگا ماد ارای بزرگترین عصر یعنی ۵ است‌که يك تتاقض می‌باشد * اگر ه > 2 
برای هر داء 2 آنگاه ۰ ع دا و در نتیجه ه > لا که يك تتاقض است ۰ پس 
لا 2 وجود دارد بطوریکه 0 < 2 * برکس فرض کنیم که دا 2 وجسود 
دارد بطوریکه ه < »2 * در اینصورت اگر ۰ 6 ل آنگاه ه > # و در نتیجه 
2 > *پس دا و درنتیجه 2۷ 0 ۰ همچئین لا 2 ولی ه # 2 
و درنتیجه ۸ا > ه ۰پس ۰ < ۵ ۰ بیابراین ج] عم . 


؟ ۷-۲ 
فرش کنیم ۰ ۸ ۰ در اینصورت ه < لا یا > لا؛اگر ه < را آسگاه 
و 
|دا|۰ اگر ۰ لا آنگاه ه < ۸ا- و چون 0۸-- || بسخ] > || ۰ 
بنابراین داریم : 


|۱۷ جسد ج]» زا 


۷ 1 


۵ > را -چسه ۸-۱۸66 ان وس ]۸6 ۵ هل جسه ۵ <ااا 
۷-۷ 
( الف.) فرش کنیم ۰ < ۸ا,اگر ره > 0 ه > | که 
بای ات بسن وی ای ار مب زا آنگاه ه < نا * پس 
ه < لا اگر و فقط اگر ه< ). 


(ب ) اثبات‌این بند مانند اثبات بند (ب ) تعرین ۷-۲-۱۵ است ۰ 


[د ) اثبات‌این بند نتیجه ای از اثبات بند (و ) تمرین ۱-۲-0۲ است ۰ 


